本版与初版不同处是增添了第八章 Finsler 几何。这其实是 

1854年 Riemann 原来的提议。他试了四次微分式的四次根，发现 

计算很繁，便限于二次微分式，即现在熟知的黎曼几何。 

近百年来，黎曼几何是微分几何的主要内容，发展广泛。自然 
有推广的需要。 

我想，最自然的推广是回到 Riemann 原来的定义，现在叫做 
“Finsler 几何”。这就是变分学，几百年来都是数学的中心课题。 

Finsler 的论文发表在1918年。第一步研究是 Finsler 几何的 
局部性质。这并不 简单： Riemann 没有做，而 Cartan 的联络坚持 

了内积不变的性质，因之陷入复杂的计算。本版书中引进了我于 

1948年所定的联络。我想，这是 Finsler 几何的适当工具，值得费 

点时间去了解。 


陈省身 

2001年6月12日于 
天津南开数学研究所 


微分几何的过去与未来(代序) 


微分几何的出发点是微 积分： 一条曲线的切线和微分是同 一 
个概念。同样，一条封闭曲线所包围的面积的理论就是积分论。 
“微积分在几何上的应用”演变成曲线论及曲面论。微分几何初期 

作出重要的贡献的，当推 L. Euler (1707 〜 1783) ,(}• Monge (1746 
〜 1818 )。 


微分几何的始祖是 C F. Gauss (1777 〜 1855) 。 他的曲面论建 

立了曲面的第一基本式所奠定的几何，并把欧氏几何推广到曲面 
上“弯曲”的几何。 B. Riemann (1826 〜 1866) 在 1854 年所做的有 

名的演讲把这个理论推广到；I维空间。黎曼几何就在此年出生。 

黎曼的演讲直到 1868 年他死后才发表，当即引起许多新工作 
来处理和推展他的新几何。主要的作者包括 E. Beltrami, E. B. 


Christoff el, R. Lipschitz; 他们的论文都发表在 1870 年左右。 

Christoffel 是一位开拓的大师。他一度在瑞士的苏黎士任教授，因 
此影响及于意大利的数学家，有 L,Bianchi 及 T. Ricci 


前者是第 

个用微分几何”作书名的 {Lezioni di Geometria Differenziale 、 


o 


▲ 


Pisa, 1893); 后者是“张量分析”的始袓。 

黎曼几何之大受重视，由于爱因斯坦之广义相对论。爱氏把引 

力现象释成黎曼空间的曲率性质，因之，物理现象变成几何 现象。 
微分几何的了解遂为理论物理学者所必需。 

同在 1870 年 Felix Klein 发表了他的 Erlanger Programm 0 ^ 

个计划把几何学定为一个变换群下的不变性质。视变换群的选择, 
我们有欧氏或非欧几何学、投影几何学、仿射几何学等等。这些空 
间内的支流形的研究成为相当的微分几何学。20世纪初期投影微 
分几何的研究相当活跃，领导者为美国的 E.j. Wilczynski 及意大 
利的 G.Fubini， 苏步青教授作过重大的贡献并指导了很多学生 
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在仿射微分几何作决定性工作的当推 W . Blaschke 。 

把两种观点融合的是 EHe Cartan (1869 〜 1951) 。他的广义空 

间把联络作为主要的几何观念。他建立的外微分和他在李群的工 
作，是近代微分几何的两大柱石。 

微分几何的主要问题是整体性的，即研究空间或流形的整个 

的性质，尤其是局部性质与整体性质的 关系。 Gauss - Bonnet 公式 
(见第五章§ 4) 就是一个例子。 

要研究整个流形，流形论的基础便成为必要。流形内的坐标是 
局部的，本身没有 意义; 流形研究的主要目的是经过坐标卡变换而 
保持不变的性质(如切矢量、微分式等）。这是与一般数学不同的地 
方。这些观念经过几十年的演变，渐成定型。将来数学研究的 对象， 
必然是流形；传统的实数或复数空间只是局部的情形（虽然在许多 
情况下它会是最重要的情形）。所以我相信本书的内容会对一般数 

学工作者有用。 

讲到微分几何的未来，当然预测是很困难的。 19 世纪的深刻 

的结果(如单复变函数论），多半是单元的。本世纪内高维流形的发 

展是辉煌的。但整个宝藏发掘未及十一，可以发展的方向，多不胜 
数。数学的前途无量是可以预卜的。 

一这份讲义是我在1980年春季在北京大学的讲课记录，由陈维 
桓整理而成的。因时间限制，内容甚不齐备，错误亦难免。北大同 
人尤其是段学复教授的支持和江泽涵教授的关心，是这个课的主 
要动力。吴光磊教授在讲义整理过程中提供了许多宝贵意见 
大任教授曾读过书稿，并提了不少改进的意见。田畴同志也读过书 

稿，并特为讲义翻译了附录一-“欧氏空间中的曲线和曲面，，。此 

外，我在北大讲课时，章学诚、尤承业、刘旺金、韩 念国周作领刘 

应明、孙振祖、李安民和陈维桓等同志为记录和辅导做了不少工 
作。 今天很高兴有机会向这些同志们说一声“谢谢”。 


吴 


陈省身 

1982年4月7日于美国加州 
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说 


I 此丛书是以数学、计算数学、概率统计及有关专业的高年 
I 级学生、研究生、青年教师及数学研究工作者为读者对象的出 
i 版物.丛书特点是内容新颖，力图反映现代数学的新成就;叙 
I 述精练，约相当于一学期周学时为 3 的研究生课程的取材.我 
I 们编辑出版此丛书的主要目的是为了适应我们国家培养研究 
I 生的需要，同时 ，又 可作为数学及有关系科高年级选修课程的 
I 参考书，为提高本科生的教学质量贡献一份力量. 

I 我们诚恳地 希望： 广大读者对于书目的选择，内容的取 
I 材提出宝贵意见，作为我们今后出版或再版时的参考. 


《北京大学数学丛书》编委会 

一九八一年元月 


《北京大学数学丛书》编委会 


主 编： 程民德 

副 主编： 江泽培丁石孙 
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第一章 微分流形 


§ 1微分流形的定义 


流形的概念是欧氏空间的推广.粗略地说，流形在每一点的近 
傍和欧氏空间的一个开集是同胚的，因此在每一点的近傍可以引 
进局部坐标系.流形正是一块块“欧氏空间”祜起来的结果. 

我们用 I ?表示实数域.设 


{x = (^: 1 ,*** y x m ) \x' ^ Rjl , 


m 


CL 1) 

即 iT 是全体有序的 m 个实数所形成的数组的集合，实数 i 称为 
点 : reR m 的第/个 坐标. 对于任意的 x , yeR m , aeR ^ 




Cr + ： y) r = x 1 + y , 


( 1 * 2 ) 


(or) 1 = ax 1 


这样就在 jt 中定义了加法和对实数的乘法，使 / r 成为实数域 r 
上的 m 维矢量空间. 

空间 ir 除上述线性构造外,还有典型的拓扑构造.对 


，命 


do ，)） = aJ S a — y> 2 . 

容易验证，函数 d ( x ，： y ) 满足下面三个 条件： 

(1) 旦等号只有时成立 ； 

( 2 ) 3y)=diy f x ) ； 

(3) 对任意的 x ， y ,2： eir , 有不等式 

dix 9 y ) -|- d ( y 9 z ) ^ d ( x f z) t 

所以以 x ， 30 是 iT 中的距离函数，使 JT 成为度量空间 • 作为度量 


(1* 3) 


空间， /T 有自然的拓扑结 构①： 以开球 B x , r = { y ^ R " 1 \ d ( x , y )< r } 

(•rGITV>0) 的并集为开集.以 （1.3) 式为距离函数的 m 维矢董 

空间 /T 称为 m 维欧氏空间. 

设/是定义在开集 UCLR m 上的实函数，如果/的所有直到 
阶的偏导数都存在并且连续，则称/是 r 次可微的，或称/是 C 
的，这里 r 可以是所有的正整数•如果/有任意阶的连续偏导数， 
则称/是 r 的. 如果/是解析的,也就是/在 t/ 的每一点的一个 
邻域内能表成收敛的幂级数，则记/是的. 

定义 1_ 1设 M 是 Hausdorff 空间,若对任意一点: r6M, 都 
有: r 在 M 中的一个邻域 t/ 同胚于 m 维欧 氏空间 iT 的一个开集， 
则称 Af 是一个 m 维流形 (或 拓扑流形). 

设定义 1.1 中提到的同胚映射 是抑： 这里仰 07) 
是 JT 中的开集，则称 (f/, 仍 /) 是 M 的一个坐标卡.因为抑是同 
胚，对任意一点可以把 < Pu ( y ) eR m 的坐标定义为 j 的坐 

标，即命 


r 


= (9uCy)y ^ y C U ， i = \ y 

我们称为点 yeU 的局部坐标. 

设 (C/ ，抑），和 (y ， ?v) 是流形 M 的两个坐标卡，若0 ， 
则仰 a/ny) 和 $vo/nv) 是 f 中两个非空的开集，并且映射 

外 ° 9^v 1 1 n <pv(xj n v) 

建立了这两个开集之间的同胚，其逆映射就是 抑 。 炉孓 1 1 

因它们是从欧氏空间的一个开集到另一个开集的映射 ，所以 

用坐标表示时，外。和。分别表为欧氏空间的开集上 
的 w 个实函数(见图 1): 

y * ~ /’（工 1 ， 


(1.4) 


U 


_ • ft 


9V(unvo 


(外。以 1 u 1 ， …，工 m ) y ， 

uv"，，）e ?u(u n v )； 




* ■ ■ 




(1. 5) 


①关于拓扑学的基本概念， 可看： 江泽涵著《拓扑学引论》，上海科学技术出版 


社，1978 


i(y ，… = (9u ° prW ，… ，： y m ))'， 

> e ?viu n 


X 


(y, 


( 1 . 6 ) 


，： V 


9 v 


9u(Uf]V} 


m 


9 v 


9u ° 9>v 


< Pv <： unv ^ 


9v 


图 1 


因为 A ； 1 和抑。 h ； 1 是互逆的同胚映射，所以尸和 〆 都是 
连续函数，并且 


/*W ， … ， y 7 *) ， … ， 〆*(：/，•• t y w )> = y , 

， … ， /) ， ••• ， f m (x l ， 


(1. 7) 


))= a : 1 


m 


，工 


我们称两个坐标卡 a /， 抑)和 ( v ， 外) 是 c r -相容的，如果 t/n 
7 = 0 ，或者在^】，关 0 时坐标变换函数尸（^, 

y ( y ， 


，/)和 


* • * 


) 都是 c 的. 

定义 1 . 2 设 M 是 一 个 m 维流形.如果在 M 上给定了 一个 

坐标卡集』^={07,抑）， （ F ， 外），0^，以）广._}，满足下列条件， 

则称^是 M 的一个 ( 7 微分 结构： 


m 


，: y 


(1) { f /， V ， W ^， … }是 Af 的一个开 覆盖； 

( 2 ) 属于^的任意两个坐标卡是 ( 7 -相 容的； 

( 3 ) ^是极大的 ，即： 对于 Af 的任意一个坐标卡（疗,朽 j ) 若 
与属于^的每一个坐标卡都是 ( T - 相容的，则它自身必属于 

若在 A / 上给定了 一个 C ■-微分结构，则称似是一个 ( 7 -微分 
流形.属于给定的微分结构的坐标卡称为微分流形 M 的容许的坐 

标卡 • 今后谈到微分流形 M 上点 f 附近的局部坐标系都是指包含 
P 点的容许坐标卡给出的坐标系. 



注记 1 在定义 1 . 2中条件 (1) 和 （2) 是基本的.不难证明，若 
坐标卡集^满足条件 （1) 和（2)，则对任意的正整数 5,0<5< r , 
存在唯一的一个微分结构^，使得 Ci . 实际上，如果用 
^ 表示与 y 中的坐标卡都是 (7 -相容的坐标卡的集合，则^是 
一个 C s -微分结构，它是由 y 唯一确定的.所以在构造微分流形 
时，只要指出它的一个相容的坐标覆盖就可以了. 

注记2 在本书中，我们还假定流形 M 是满足第二可数公理 
的拓扑空间•即： M 有可数的拓扑基(见第1页脚注). 

注记3 若在 A / 上确定了一个 C °°- 微分结构，则简称 M 为光 
滑流形 ;若在 M 上给定了一个 C w -微分结构，则称 M 为解析流形. 
本书主要讨论光滑流形;在不致引起混淆时，常把光滑流形简称为 


流形. 


例1 M =/ T ， 取 = 抑是恒同映射，则{07,忤） 丨是 /T 

的一个坐标覆盖，由此确定了 JT 的光滑流形结构，称为兄"的标 
准微分结构. 


例 2 m 维单位球面 

S m = {x e 

以 m = \ 为例，取如下的四个坐 标卡： 

U^x G S l \x z > 0}, 仰 〆: r) = : r 1 , 

U 2 {x 6 S l \x z < 0 }, <Pu z i^) = 

V x {x 6 S l {x 1 > 0}, 9 Vi (x) = x 2 9 

y i{^ 6 5 1 lx 1 < 0}, 9V 2 0c)= 工 2 . 

很清楚，构成 S 1 的一个开 覆盖. 在交集 R f]V 2 上 
有(见图 2) 


( 工 1)2 + …+ ( X -+1)2 = jl 


( 1 . 8 ) 


1 - (X 1 ) 2 , 


X x <0, x z > 0, 


(1. 9) 


它们都是 C ~- 函数，所以07”抑是 C °°- 相容的.同理 
可证，其余的任意两个坐标卡也都是 CT •相容的.因此，上面给出 


X 2 


t/l 


2 


X 


1 o 


X 1 


x 


V 


s 1 


2 


的坐标 卡使^ 成为一维的光滑流形. 

当 m > l 时,上的光滑结构可以类似地定义. 

3 m 维射影空间尸 

在及 w+1 —{0} 中定义关系〜如下： {0}, 

当且仅当存在非零实数 a ， 使 x = « : y . 显然，〜是等价关系.对于 

{0} 的“〜”等价类记作 




m 


SC 


y 


[< r ] = [ j : 1 ， …，工 m+1 ] 


所谓 m 维射影空间 P ” 就是指商空间 


(« m+1 - { 0 })/ 


pm 


(Mk 6 


m +1 


- { 0 }}. 






( 1 . 10 ) 

i ) 称为点 Dr ] 的齐次坐标，它被 |>] 确定到差一个 


数组(: r 1 ， 

非零实因子.很明显, F " 也是 JT + 1 中所有过原点的直线构成的空 


m + 


，工 


司 


令 


Ui = {[x 1 ， … 

灼 ( M ) :== (,^1, 

其中 l«/w + l ，, f *== xV ： c ’ （办冉).显然，{?7,，1« 

的开覆盖.在 Ui n Ui g 关 )) 上有坐标变换 

(h 尹 i ， j) ， 


W+l 


]W o }， 




(h 11) 


， d + i ) ， 


_ ■ _ 


_ ■摯 


!+l ， 


+ 1} 构成 


P 


m 


i 芟 h 


A 




A 


( 1 . 12 ) 




给出了尸 m 的光滑结构. 


所以{(",，灼) } 

注记上面三个例子给出的坐标覆盖都是相 容的； 所以， 


l«m+l 


在实际上它们分别确定了 / T 和作为解析流形的结构. 

_ 

例4 Milnor 怪球. 

在同一个拓扑流形上可能有不同的微分结构. J . Milnor 在 
1956年给岀 一 个著名的例子（见 Awmih o / Math . , 64(1956)， 

399〜 405), 指出： 在同胚的拓扑流形上确实存在彼此不同构的光 
滑流形结构（见定义 1. 3下面的注记），因此微分结构有独立于拓 
扑结构的意义.关于 Milnor 怪球的完全的叙述和证明已超出本书 
的范围，这里只作简要的说明. 

在0上取两个对径点山5.命 

= 5 4 -⑷， U 2 = S 4 ~ { B } 9 

则 R 和 t / 2 构成了义的开覆盖.现在要把平凡的球丛 K XS 3 与 
u 2 xs 3 粘起来得到以 * s 4 为底空间的三维球丛 

在球极投影下， r 和 t / 2 分别和及 4 是同胚的，而 tA n %与及 4 
— {0} 同胚.把 i ? 4 一 { cn 中的元素记成四元数.取一奇数々，使 p — 1 

今0 (mod 7) •考虑映射 r : (及 4 — {0}) XS 3 4( 及 4 — {0}) XS 3 , 使得 

对 G ( I ? 4 — { 0 }) X < S 3 , 有 


(1. 13) 


k 


U 


U VU 


r(u^v) = 


(1. 14) 


w || 2 ’ II a IN ， 


其中 


l — k 


h = 


(1.15) 

且 ( i . i 4 ) 式中的乘法是四元数乘法 ，ii ii 是四元数的模.显然，映 
射 r 是光 滑的. 我们把 R X S 3 和 U 2 XS 3 通过 r 粘起来.可以证 

明，这样得到的 f 与7维单位球面 < S 7 同胚，但是其微分构造与 V 
的典型微分结构(例2>不相同. 

在光滑流形上，光滑函数的概念是有意义的.设/是定义在 
维光滑流形 A / 上的实函数.若07,抑)是包含/>点的容许 


2 


2 


m 


6 


坐标卡，那么 / 。 外; 1 是定义在欧氏空间 IT 的开集仰 07) 上的实 
函数.如果函数/。 W 1 在点抑(户） e / T 是 C °° 的，即/。在点 

的一个邻域内有连续的任意多次的偏导数，则称函数/在 

点夕 eM 是 c °° 的. 

函数/ 在点 P 的可微性与包含/>的容许坐标卡的选取是无 
关的.实际上，若有另一个包含/>的容许坐标卡 ( v , fv ), 则 ur\v 

关0，且 


/。= (/ 。 fj 1 ) 。 (<Pu ° 9v l ^i 

因为仰。是光滑的，所以/。和/。在相应点都是可 


微的 


如果实函数/在 M 上处处是 C °° 的，则称/是 M 上的 C°°-m 

数，或称/是 M 上的光滑函数 . M 上全体光滑函数的集合记作 
C°°(MX 


光滑函数是光滑流形之间的光滑映射的重要特例. 

定义 1.3 设/: 是从光滑流形 M 到 W 的一个连续映 

It ,dim Af=w,dim N=n. 若在一点 /^M ， 存在点的容许坐标 

卡 < x /， 抑)和点 /(/>) 的容许坐标卡 ( V ，^ v )， 使得映射 

_ - * I 

h 

P 

<h ° f 。: 9u(U) ip v (Y) 

■ 

_ • 

在点 ?u(p ) 是 的，则称映射 / 在点/ > 是 c °° 的.若映射/在 M 
的每 一点户 都是 C 00 的，则称/是从 M 到 JV 的光滑映射. 

注记因为心。/。心 1 是从 开集仰 07) 匚及到开集 iPviV ) 

的连续映射，所以它在点 抑 (/0的可微性是已有定义的 ./ 
在点/>的可微性显然与容许坐标卡07,外 7) 和（7，^^)的选取无 


(ZR 


m 


关. 


如果出111^/=出111义并且/ : M — N 是 同胚. 当/和 / -1 都是 

光滑映射的，则我们称/: M -^ N 是可 被同胚 (如果光滑流形 Af 和 
N 是可微同胚的，则称 M 和 W 的光滑流形结构是同构的）.上面 
所举的 Milnor 怪球 Z 7 与 V 是拓扑同胚的，但是它们不是可微同 


胚的，即它们的光滑流形结构不同构. 

光滑映射的另一个重要特例是流形上的参数曲线.取炉中的 
一个开区间 U ,6)， 则从 M 到流形的光滑映射/: ( a , W — 
N 称为流形上的一^条参数曲线. 

假定 m 9 n 分别是 m 维和《维光滑流形，其微分结构分别是 

{ ( U a ^ a ) a ^， 心）•用下述方法可以构造一个新的 m + 

«维光滑流形 MXiV : 首先， 

N 的开 覆盖; 其次，定义映射 RXVf JT +”, 使 

X <ppip ， q 、 = ( 穸《 (/0 ， 0 身 (9)), ip ， q 、 U a X V^. 


构成拓扑积空间 MX 




( 1 . 16 ) 

这样，是 A / XW 的一个坐标卡•容易证明，如此 

得到的坐标卡都是 c ~- 相容的，因此它们决定了 上的光滑 

流形结构. 

定义 1.4 拓扑积空间 A / XJV 上由 c °°- 相容的坐标覆盖 

{( C /« X V fi 9 < p a X ipp )} 

% 

决定的光滑流形结构使 MXN 成为 m - hn 维光滑 流形. 该流形称 
为 M 和 iV 的积流形. 

积流形 MXN 到各因子的自然投影记作 

_ 

^1: M X N M f k 2 i M X N N 9 




即对于 （: r ， y ) eMXiV 有 


疔 i (工，: y ) 


江 2 ( 工，: y ) = y 




工， 


显然,它们都是光滑映射. 


§ 2切空间 

正则的曲线和曲面在每一点分别有切线和切平面的概念.同 

样，在拓扑流形上给定一个微分结构之后,在每一点的附近可以用 

线性空间来“近似” •确切地说，可以引进切空间和余切空间等概 
念.我们从余切空间的概念着手. 


设 M 是 m 维光滑流形，固定一点设/是定义在点 P 
的一个邻域上的函数所有这样的函数的集合记作 c ； T . 自 

然，属于 C 7 的两个函数的定义域可以是不同的，但是函数空间 

c ; 中加法和乘法仍然是有意 义的： 设 /，& ec 7, 它们的定义域分 

别是和 V ，那么仍是包含点/»的开 邻域； 这样，/+发与 
卜 g 可看作定义在 un V 上的 C 00 - 函数，即/+发，/ • gee ;, 

在 c ; r 中定义关系〜 如下： 设 /, g € C 7, 则/ 〜尽 当且仅当存 

在点/>的一个开邻域//,使得显然，〜是 cf 中的等价 

关系.我们用 [/] 记/在 G 中的“〜”等价类，称为流形 m 在点户 

的 C 00 - 函数芽 ( germ ). 命 


{[/]|/€ C ；}, 

则在中可以定义加法和对实数的乘法，使它成为实数域上的 

线性空间•实际上，若[/]，[^^茨-,，《6及,只要命 

[/]+[»[/ + 茗]， «[/] = |>/] 

根据定义，上面两式的右端与代表/,#的选取是无关的.请读者 
自证,是无穷维的实线性空间. 

从 cr 过渡到的目的是为了获得在严格意义下的线性空 
间.在 cx 中如上述方式引进加法和数乘法之后，零元素不是唯一 

的，因此 cr 不是线性空间 • 在引进函数芽的概念之后，零元素是 
唯一的，从而使成为一个线性空间. 

设 y 是 M 上过点 /) 的一段参数曲线，即有正数心使得 y : 
(― AM 是 c °°- 映射，并且7(0)=久所有这些参数曲线的集 
合，记作 /V 

对于災"命（图 3) 


C；! 


3T 


( 2 . 1 ) 




— — 


( 2 . 2 ) 


设/是，义在开集 VCZM 上的函数.如果对任意的容许坐标卡 a /， P (7 〉 , uf]v 
#0，函数/。 W 1 是开集外; ( l / nv ) c ： w 上的 C TO - 函数，则称/是定义在 V 上的 

实际上， V 有从 M 诱导的微分构造 ( § 3) ，所以/是微分流形 K 上的函数. 


① 






d(/o 7) 


((/,[/]» 


S<t<d 


(2. 3) 

显然，对于固定的 a 上式右端的数值由 [/] 完全确定，而不依赖于 

代表/的选取.而且，配合《，》关于第二个因子是线性的，即对于 
任意的 

《>%[/] + [发]》=《>%[/]》+ a ， M », 

a，</]》= a 《 y，[/]》. 






/=0 


(2.4) 


设 


p = {[/] ^ ^ p I 《7 ， [/ ] 》 

则逆％是的线性子空间. 

定理 2 ,i 设 [/] e *^， 对于包含/>的容许坐标卡 o /，％)， 


0， vye /%}， (2.5) 




命 




， : T m ) = / 。 <Pv l i0C l 


), 


m 


( 2 . 6 ) 


• • • 


，…， x 


则[/]€參％当且仅当 


dF 


= 0， 1 ^ 
证明 设 ye /%， 其坐标表示是 

(抑 。 y ⑴）’ = 工 ’ （o ， 


Bx l 


9 v ip ^ 


— §〈 t 8 


(2. 7) 


d 


仏[/]》= f t (f 。 ” 


t=^0 


10 



cl 


((/。 K 1 ) 。 （朽 / 。 7) ⑴) 


~ dt 


d 


厂 Or 1 ⑴， 


⑴） 


m 


，工 




<k 


m 


cLr 1 ⑴ 


dF 


S 


( 2 . 8 ) 


ck 


Sx 1 

1 一 1 


9u<p) 


dx f ⑴ 


但是我们可选取>%使得 
任意的 rer P 都有《7，[/]》=0，必须且只需 


取到任意的实数值，因此要对 


dt 


r— 0 


dF 


= 0， 1 ^ ^ 


m 


dx 1 


9 v ip ) 


定理 2. 1 说明： 子空间恰好是在点 /> 关于 局部坐 标的一 
阶偏导数都是零的光滑函数的芽所构成的线性空间. 

定义 2. 1商空间 Sr p i ^ p 称为流形 Af 在点户 的余切空间， 

记作 t ;. 函数芽的 邊 V ■等价类记作[/]，也记作 
( d /\， 称 为流形 M 在/>点 的余切矢置. 


在直观上， [ g ] e [/] 当且仅当在点/>的容许坐标卡07，％) 

以 1 和/。在点抑（户）有相同的、直到一阶的 


下，函数 


g 


o 


Taylor 展开式. 

T ; 是线性空间，它有从线性空间哭，诱导的线性结构，即对 

于[/]， [发] e 茨及有 


[/]+( [复] =([/] + M ) 

[/] = («[/]) 〜. 

定理 2. 2设尸，…，尸 e C ； 3 ，而 f ( y ，…， y ) 是在点 (/I ( 声）， 

，尸 (/ o ) e 忙的邻域内的光滑函数，则…，尸） ec 。 


(2. 9) 


a 


# 


并且 


( d /) ，'§( s ) 


(d/o 


( 2 . 10 ) 


P 




11 


s 


证明设 / 的定义域是则 / 在厂上有定义，即对 

k=l 

jt — 1 


f ( g ) ==尸 （/ U 分），…，/'(《）) 


由于 F 是光滑函数，故 / GC 7 


BF 


设 


，则对任意的76/%,有 


a k = 




if' tp) ， … ， f\p、} 


d 


《 y ，[/]》= 


(/。？0 




dt 


r =0 


d 


F、r 。 川），…，/、 7(0) 




I , 


= 0 


$ 


a 


s 


( 尸。 Ht)) 


ak di 


k =\ 


s 


A =1 


5 


《'》[，]》 


故 


[/] — y]^L/ k ^\ g 

*=i 


夕， 


s 


(df) p = 2 a *(d/*) 

*=i 

对于 ffg ^ CJ ，aeif 有 

d(/+ 发)， =(d/)，+ (d 客） 

d(a/) 

— /(/>) • (. dg) p 4 - g ( p ) • ( d /) 

这里的 (2. 11) 和 （2. 12) 就是 (2. 9) 式，而 (2.13) 式是定理 2. 2的直 
接推论. 


P 


( 2 . 11 ) 
( 2 . 12 ) 
(2-13) 


P ， 


(d/) 


a 


p 


户， 


p 


12 


系 2 dim T ；- m . 

证明任取点 > 的一个容许坐标卡07，^;)，局部坐标 Y 定 


义为 


9u(q) f q 泛 U ， 


(2.14) 


u l Cq) = (<Pu(q)y = 

其中 y 是在 it 中取定的坐标系，因此 kec7，(d«%e77. 我们 
要证明 {(cu%，i<*_<m} 是: r;: 的一个基. 

设 (d/),e 77 ，则/。是定义在 ir 的一个开集上的光滑 

函数，命 尺 (: T 1 ， …， /)= / 。 pjW ， 


) .因此 


« 響《 




f = F ( u l ,^, u m ) 


(2. 15) 


由定理 2. 2得 




( dw %. 


(2. 16) 


所以 (d/), 是 (d“％ 的线性组合. 

若有一组实数使得 

m 

/^i 


= 0, 


(2. 17) 


e 來 

f=i 


则对任意的 ye/v 有 


dU ( o y ⑴） 




= 0. (2. 18) 




dt 


取 ，使得 


° A(z) = (/>) + djj ： ， 


(2,19) 


其中 


1 ， i = kj 

0 ， i 卓 k 、 






则 


dU ， 。 A ,(0) 


= ^ 


At 
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命7=七, 则由 （2. 18) 式得 


々 = 0， \ ^rrij 


即 UcW ),， l 6< m } 是线性无关的.于是它们构成77的一个基， 
称为77关于局部坐标系 k 的自然基底.因此77是 m 维线性空 


根据定义， [/]— 当且仅当对任意的&/%，有 

《 y ，[/]》 = 《 y ， M 》， 


所以可以定义 


《 y ， (d/) 户 》=《/，[/]》， y e 尸 ” (d/) p e t 

这样，每一条光滑曲线 ye /% 在 77 上定义了一个线性函数 
《/，•》.但是，对应 ye / v —《 y , • 》不是 单的； 为了解决这个问 
题，在 r , 中定义关系〜 如下： 设则/当且仅当对任 
意的 ( d / hGTV ，有 


(2* 20) 


《 y ，（ d /),》=《 y ，，（ d / v > 

显然，这个关系是等价关系： 7的“〜”等价类记作 [7]. 于是可定 


( 2 . 21 ) 


义 


<[y] ，（ d>%> = 仏 （ d/V> 

根据中的关系〜的定义, [ y] 与线性函数 <[y], • >: 77—及的 

对应是 1-1 的.我们要 证明： 这些|>] (ye/%) 构成77的对偶空 
间. 为此目的，我们利用局部坐标系. 

在局部坐标 v 下，设 ye/% 由函数 

W 1 = ⑴，1 ^ ^ 

给出，则由 （2. 8) 式得知 （2. 22) 式可写作 

〈[/]， （ d /) 声 > = 


( 2 . 22 ) 


(2. 23) 


， 

i=i 


(2.24) 


其中 


a (/ o ^ 1 ) 


du £ 


，芒 ， = 


(2. 25) 


du l 


df 




(2. 24) 式系数山恰是余切矢量 ( d /), 关于自然基底 ( du , ), 的分量 
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(见 (2.16) 式).很明显，〈[^，(^/:^是了；：上的线性函数，这个 
函数由分量$完全确定.取7为 


u'(t) = u'(p) + $'t , 

可见 f 能取任意的数值.这就是说， < l >]，（ d / v ， 7 er , 表示了 

T ； 上的全体线性函数，它们组成77的对偶空间7^，叫做 M 在 

点/>的切空间.切空间的元素称为切矢置. 

切矢量的几何意义其实很 简单： 如果 re /% 由函数 

u l = u n (t) j \ ^ m 

给出，则[7] = [ 7 ']的充要条件是 


( 2 . 26 ) 


du ft 


du ' 


1 dti t 

所以7与 7' 等价的意思是这两条参数曲线在点/>有同一个切矢 
量(如图 4). 因此我们所定义的流形 M 在点/>的切矢量恰是全体 
在点 f 有相同切矢量的参数曲线的集合. 


dt 


7 


m=m 


p 


r 


根据上面的讨论，函数 

< 尤， (d/v ， x = [y] e t p , e t ; 

是双线性的，即对每一个变元都是线性的.设参数 曲线々 （1<是< 
m ) 如 (2.19) 式给出，则 


所以{认]，1<々<7^是的对偶基底(关于对偶 
基底的概念可看第二章§ 1). 

切矢量[人]还有另一个意义，即 


(2.27) 


(W，§(gl 




( dw 1 ) 
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df 


(2.28) 


du 


a (/ o 冗 1 ) 


这里 ¥ 表示 


； 所以对于函数芽 [/] 而言， [A A ] 是偏 


du 1 


麵算子 (&) 


于是 (2. 27) 式可写成 




d 


， (d^O 




(2* 29) 




du 


我们把 {(d W %，l< 2 _<m} 在7%中的对偶基底称为在局部坐标系 
(V ) 下切空间 7V 中的自然基底.从 (2. 24) 式得到 


[化㈣ L ， 

所以 f 是切矢量 [y] 关于自然基底的分量.若 [r]e 八有分量 

P， 则 [y]+[y'] 由分量 f+c 确定； 同样，切矢量《 • c/](aei?) 
有分量 

为了简化记号，在不致引起混淆时常把切矢量和余切矢量的 
附标 > 略去不写. 


定义 2. 2设/是定义在点/>附近的 C°°- 函数， （d/)#T7 
也叫做/在点声的微分.若微分 (d/)>=0, 则称 f 是/的临 界点. 

M 上的光滑函数的临界点的研究是微分流形的重要课题，称 
为 Morse 理论.读者可参看参考文献 [15]. 

定义 2. 3 i5xer,,/ec;,ie 

Xf= <X,(d/)^>. 

xf 叫做函数 / 沿切矢量 x 的方向导数. 

定理 2 .3 方向导数有下列 性质： 设 XeTV f ， gec ；， a，p 


(2. 30) 


e 及，贝 ! J 


(1) X(a/-\-/3g)=a • Xg ； 

(2) XCfg)=f(p) • Xg-\-gip) • Xf. 

证明这是定理 2. 2 系 1 的推论 • 以性质 (2) 的证明 为例: 

X(fg)= (X 9 d(fg) p ) 
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={X < tf { p)dg + g ( p ) df ) 

fip ){ XAg ) H - g ( p )( Xjdf ) 

fcpy • Xg + g ( p ) • xf . 

注记 1 定理 2. 3 的性质 (1) 说明，当切矢量 X 看作算子(方 
向导数)时， X 是 Cf 上的线性算子.由性质 (1) 和 （2) 能得到 A ： 在 
常值函数 c 上的作用为 0. 

注记 2 在许多文献@中，性质 （1) 和 （2) 通常用来定义切矢 
量.实际上，作用在上满足这两条性质的算子构成一个线性空 

间，它与77对偶，所以该空间和 7 V 是一致的. 

在局部坐标下，切矢量 x=ir]eT fr 和余切矢量 a = d/e 
T ； 分别可用自然基底线性表示， 






f a 


2芒 

f = 1 


1=1 


X = 


(2.31) 


a = 


du if 


其中 


d<y 。 /) 


_ df 


dt 


du 


若有另一个局部坐标 叉和 a 关于相应的自然基底的分量分别 
是^和 v ，则它们适合下列变换 规律： 




(2*32) 


9u { ， 


1 = 1 
m 


du 


>=i 


(2. 33) 


3 u { ， 


其中 


3u" j a(9V 。 ^ 1 ) 


Bu 1 


Bu 1 


是坐标变换抑*。的 Jacobi 矩阵 • 在经典的张量分析中，把满 
足变换规律 (2. 32) 的矢量称为反变矢量，把满足变换规律 （2 . 33) 


①例如参考文献 [9] 
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的矢量称为协变矢量. 

光滑流形之间的光滑映射分别诱导出切空间之间和余切空间 

之间的线性映射.设 F: M 今 N 是光滑映射，/ = 定义 
映 射厂： T;—T; 如下： 


F^(df) = (1(/ 。尸）， d/e T 


(2.34) 


显然这是线性映射，称为映射 F 的微分. 

考虑的共轭映射: 7>-7\，即对于任意的 


T ； 有 


(F^X 9 a) = {X ， F*cc ) ， 


(3.35) 


称为由 F 诱导的切映射. 

设V是点/>附近的局部坐标， f 是 Aq 附近的局部坐标，则 
映射 F 在点户附近可用函数 


V a = 厂％ 1 ， … ， w m )， l^a^n 

表示.因此 F* 在自然基底 {dz /， 上的作用是 


(3.36) 


BF 


E 


F^(dv a ) = d(V 。 F) 


d ^ 1 


(3. 37) 




即厂在自然基底 { ch /} 和 { cW} 下的矩阵恰好是映射 （2. 36) 的 

Jacobi ^( g ) 


作用是 


同样，切映射 F. 在自然基底 


3 


a 


F 


9 dv a ) = 


du l 


du* 


a 


dF 




iz { 


( g ( s ,& 叫， 


fA ) = 3 

\^}~ ^ \ 3^) 


F 


(2, 38) 


3 r / 
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(盖卜 洁 j 


因此切映射在自然基底 


下的矩阵仍是映射 


3F a 


(2. 36) 的 Jacobi 矩阵 


9^' 


§3子流形 


在讨论子流形之前，我们先研究光滑流形之间的光滑映射所 


诱导的切 映射. 给定光滑映射 a M—iV, 则对任意一点 />6M， 在 
相应的切空间之间有诱导的切映射 


7VM)—7；(A0, 其中 g 

〆 ，)•重要的是，切映射〜在点的性质可以决定映射 
在点 A 的一个邻域内的性质.一个经典的结果是微积分学中熟知 

的反函数 定理： 


<P 




9 


定理 3.1 设 w 是 iT 中的一个幵子集，/: w—iT 是从 w 到 
R n 的光滑映射_如果在一点 XoGW， 映射/的 Jacobi 行列式 


a/ 1 


det 


# 0, 


3 x J 


则存在点： c。 在 F 中的一个邻域 t/CIW， 使得 V = /(f /) 是点 

/(办）在 iT 中的一个邻域，并且/在V上有光滑的反函数 

V ^ U . 

根据上一节最后一段的讨论，映射/的 Jacobi 矩阵 


g = f 


-1 


(3. 1) 

(■恰 

# 0说明 


a/ 1 


是线性映射 /* 在自然基底下的矩阵，所以 det 
线性映射 


da ^ 


x o 


八： t^cwoc^^) -H-r /(v (^><-««) 

是同构 • g 凫 f 的反函数的意思是 

/ = id ： C7 -► t/ , / 


id； V — V， 


g 


o 


(3. 2) 

而且/和#都是光滑映射，所以/限制在 t ； 上给出了从到 
的可微同胚 • 因此，反函数定理说明，如果/的切映射 /* 在一点是 


g 


o 




v 
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同构，则 / 在该点的一个邻域上是到的一个邻域的可微 同胚. 

利用局部坐标系，不难把定理 3. 1推广到流形上去. 

定理 3. 2设 M 与 JV 是两个《维光滑流形，/: 是光 

滑映射.如果在一点/ >€A/, 切映射/«:: r 卽 W) 是同 
构，则存在点声在 M 中的邻域使得 V = /07) 是点 /(/>) 在 N 
中的一个邻域，并且 /It；: U ^ V 是可微同胚. 

证明 由于/: Af—iV 是光滑映射，所以可以取点 p 在 Af 中 
的局部坐标系 (f/ Q ，p) 和点 <?=/(/>) 在 iV 中的局部坐标系(V。，分)， 

使得/07。）匚V。,并且 


/ = 0 «/。 <p~ x i ^p(U 0 y -► ip(ya 

是光滑映射，显然 / 在点〆/>)的 Jacobi 行列式不为零.由定理 
3. 1,分别存在点 $?(/>) 和 vKg) 在 ir 中的邻域疗 c：9J(u。），y c= 

4(v。）， 使得 /| 0: 疗 —F 是可微同胚. 

^ U =^< p - l ( U ) 9 V ^ 则 f； 与 V 分别是点 P，q 在 M 

和 W 中的邻域，并且 


(3.3) 


n 


/ = 於一 1 。 f h U — v 


(3.4) 


是可微同胚.证毕. 

注记由于定理 3. 2中的流形 M 和 W 有相同的维数，所以 

“切映射 /* 在一点是同构”等价于 “/* 在该点是单一的’，.如果 M 
是 m 维光滑流形， JV 是 n 维光滑流形,/: M ~^ N 是光滑映射，当 

切映射 /* 在点€ M 是单一映射时，则称切映射 /• 在该点是非 

退化的 • 显然，这时必须有且/的 Jacobi 矩阵在该点的秩 


等于 


作为定理 3. 2的应用，我们有下面的 
定理 3. 3 设 A/ 是 m 维光滑流形，以是„维光滑流形， 

«•设/: M ~* N 是光滑映射.若切映射 /* 在点 M 是非退化的， 
则存在点/>的局部坐标系以及点《 = /(/>)的局部坐标系 


< 


mi 
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(V〆) ，使得 /0/)CIV， 并且映射 /la 可用局部坐标表 示为： 对任 

意的 工 6 U 有 


v'ifixY) = u'(x) , 1 < / < m ， 

+1 ^ ^ w 

证明设映射/ 在点声 的局部坐标系 (f/w) 及点 9 的局部坐 
标系 （ V〆 ) 下表示为 


(3.5) 


(/(X)) = 0, 


v ° = /_*( V ，… f u m ) f 1 ^ a ^ n . 

假定•因为 人在点 夕是非退化的，不妨设 


3(尸，…，广) 


-关 0 


(3.6) 

+ 其中 S 是某个 

正数.适当缩小邻域 f/ 及选取充分小的 心可以 定义光滑映射/: 
uxi n - m ^ v 9 使得 


au 1 ， …， w ) 


命 i n ^ m = {(w m+i , — t w «) 


/’（ w 1 ， …, 


m+l 


，•• 〆 ）= /’（ w 1 ，“./)，• 


w 


f 7 ( u \ 


+ / 7 ( wV "， w ) 


) 


u ，xv 


(l ^ m 9 m 1 ^ 7 ^ n) 

显然映射 / 在点 (V，w/) = (0,0) 的 Jacobi 矩阵是非退化的，根据 


(3.7) 


定理 3* 2, •/在（0,0)点的某个邻域上是可微 同胚. 不妨假定 f 

c / x /„. 


v 是可微同胚，于是 W} 可以取作点 g 的邻域 v 上 


的局部坐标系 {yh 在此坐标系下，映射/成为恒同映射.即 

v 1 ' = u\ v 7 = u/ f 1 < £ < w + 1 < y < 

很明显， /1 
(3.5) 式所给出，即 


(3. 8) 

=/|〃，所以在上述坐标系下，映射 /k 如 


n . 


UX {0) 


/( m 1 ， 


u m ) = iu l f , 


，0 ，… ，()）• 

由此可见，如果切映射 /* 在点 >是单一的，则映射/在点 
的附近也是单 一的. 

定义 3. 1设 M 与 JV 是两个光滑 流形. 若有光滑映射 


P 


<Pi M 
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V 85 


W ， 使得 

(1) p 是单一的； 

(2) 在任意一点 />€ M ， 切映射 

9^ : T^AO^T^AN) 


都是非退化的， 

则称 ( pAO 是 iV 的一个光滑子流形，或称 ( pM ) 是的嵌 人子流 


形. 


如果映射^只满足条件 （2) ，则称$是 漫人. 这时称 (9， M ) 是 

N 的 浸人子流形. 

浸入在局部上是单一的，但不能保证在大范围是单一的.浸入 
子流形和嵌入子流形的区别在于像集 # M ) 是否有自交点. 

例1 开子流形. 

设 U 是 N 的一个开子集，将 W 的光滑流形结构限制在 f / 上， 
便得到 f / 的一个光滑结构,成为与 iV 同维数的光滑流形.令 
id : U ~* N 是恒同映射，则 ( pfZ ) 成为 AT 的一个嵌入子流形，称为 
N 的开子流形. 

例2 闭子流形. 

_ 

设 ( f ， M ) 是 iV 的一个光滑子流形，如果 

(1) f < AO 是 JV 的一个闭子集； 

(2) 对每一点 gep ( M )， 存在一个局部坐标系 （ W ), 使得 
fit / 是由方程 


9 = 


m+1 


m + 2 


u n = 0 


定义的，其中 w = dimM ， 贝! j 称 (9?， A 0 是 W 的一个闭子 流形. 

例如，单位球面 * s ” ciir +1 及恒同映射 s 
的一个闭子流形. 

例3命 F : 及 — 及 2 ,使得 


给出了 /T 


+ 1 


f 


Fit ) 


2 cos t — ~tz , sin 2 t — ~7 c 


(3. 9) 




则 ( F ，/0 是矿的浸入子流形，不是嵌入子流形（图 5) 
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犮 2 , 使得 


]4 设 G 




丌 


Git ) 


2 cos 2 arc tan t + — , sm 2 2 arc tan t + — 




则 （ G ， if ) 是及 2 的嵌入子流形（图 6) .当 fO 时， G (0) = (0,0)， 而 

当 尤—士 oo 时， F (0—(0,0). 

例 S 设 


1 <^< + 


tSin izt , 


OO ， 


t 2 


F (t)= 


(3. 10) 


((),f + 2), 


〈 t 1 ， 

在区间[一 1，1] 之间，用曲线把 (3,0) 和 (0，1) 两点光滑地连结起来 
(如图7中的虚线部分).当 + oo 时，曲线无限地靠近它自己的 

在 一 3< f < — 1之间的部分. （ F , i ?) 是妒的嵌入子流形. 


CO 




y 


( 0 , 1 ) 


( 3 , 0 ) 


o 


X 
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例 6 环面(图 8) 可以看作平面上一个单位正 
方形把两组对边分别等同起来得到的二维流形.它的点可以用一 
对有序实数 ( xa ) 表示，其中 ora 都是 mod 1 的实数. 


y 


A 


o 


8 


取两个实数 a ，6, 使 a : 6是无 理数. 考虑映射 a 及 1 — r 2 , 使得 

<piO = 、at (mod 1 ) f bt (mod 1)). 

显然（?>，及)是 r 的嵌入子流形，但是像集 〆 JO 在 r 2 中是处处稠 


密的 


在 


办是有理数时 ，（炉 ,《) 给出了环面 r 2 的一个浸入子流 


形. 


对于嵌入子流形 ( pM ), 由于 P 是单一的，所以可以把 M 上 
的微分结构搬到像集 p ( M ) 上去，使得巧是可微同胚. 
另一方面， 〆 M ) 作为 iV 的子集，必然有从 JV 诱导的拓扑.最后三 
个例子告诉我们， 〆 AO 从 M 通过得到的拓扑与 〆 M ) 作为 iV 的 
子空间得到的拓扑不见得是一 致的. 一 般说来，从 M 通过带给 
?< M ) 的拓扑比从 W 诱导的拓扑要细•这种现象导致下面的定义. 

设(朽鈒)是光滑流形 W 的子流形.如果仍 M -* 

CiV 是同胚映射，则称(炉， W 是 N 的正則 子流形 ，或称史是 
光滑流形 M 在 W 中的正則嵌人 • 


定义 
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下面的定理给出了正则子流形的特征. 

定理 3. 4 设(％沉)是^维光滑流形 W 的 m 维子流形，则 
(史, M ) 是 iV 的正则子流形的充分必要条 件是： 它是 iV 的一个开 
子流形的闭子流形. 

证明 对于充分性，只要证明 N 的闭子流形 ( pM ) 必是正则 

子流形.任取一点根据闭子流形的定义，必有点在 
N 中的一个局部坐标系 ( T〆 ） ，使得 9< M ) f ] V 是由方程 


m +1 


(3. 11) 

定义的•由炉的连续性，存在点/>的局部坐标系 ( W ) ，使得 cp ( XJ ) 
[ V . 不妨假定 = 0 ， 1 /( 9 )= 0 ，且 V = \ v a I <^}, 

其中 s 是某个 正数. 因此 qKU ' XZipiM ^ OV . 

我们的目的是要证明 9 —、 M 也是连续的.为此 
只需证明，可取适当小的 ax )， 使得 tp ( M ) n K 在下的完全逆 
像落在 f / 内. 由于 ( id 式，映射 dt ； 在局部上可表为 


= 0 


I；’ = f ’( V ， …， M 供），1 ^ Zm , 


(3. 12) 


+ i < y < 


= 0, 


r t/i 


因此， Jacobi 行列式 


9^0•根据定理 3. 1，存在0〈 


ao / 1 ， …，“ m ) 


« # =0 


&<&，使得函数组 (# ，…，疒)有反函数 


u' = ^/(v 1 ,••• ,t； m ) , 11/*' I < S x 


命 Vj = {( i ； 1 , 

的完全逆像落在 U 内.因此，奶 M—95(AOC=；V 是同胚， gp(9>，M) 
是 AT 的正则子流形. 

反过来，假定是 jv 的正则子流形.设 peM, 则对点 
的任意一个邻域 C/CAf， 必有点 在 N 中的一个邻域V，使 

得〆根据定理 3 . 3 ，存在点/>的局部坐标系 (R; 

M 4 ) 和点 g 的局部坐标系 (V 1; T ； a ), 使得，并且 fli；, 可用 
局部坐标表为 


«|+1 


，…， t ； n )| It / MCA }， 则 炉 (AODK 在沪下 


fV fV 


p 


^( m 1 ，… y u m ) = ( w l ， 


，“坩，0,…， 0) 


(3. 13) 


« » • 
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不妨设 CACU， 故可取 KCIV ， 因此#由 （3. 13) 

式可知，〆^0门1^是由方程 


(3 - 14) 


= 0 


定义的 


对每一点用 V,表示上面所构造的、点 g 在 W 中的 

U R， 则 w 显然是〜的包 


坐标域，使得 (3. 14) 式成立.命 W = 




含炉(^0在内的开子流形.要证明的是，集合9(从)作为 7V 的拓扑 
子空间是 w 中的相对闭子集，即证明 wn^y=p(Ao, 其中 
9>oo 表示集合 p ( m ) 在 jv 中的 闭包. 任取一点 

据 W 的定义，存在 gep(M ) ，使得•由 （3. 14) 式，〆 AO 

是 a 中的一个坐标面，所以 ^M)nv% 是 r 中的相对闭子集.现 
已假定沒〆 m ) hi %, 即 s 属于 #M)nv, 在V,中的相对闭包，故 
e?Of)nv 9 , 所以 ^n?<M)ef(M).ip 

W f| <p(M) = ?<M). 

这就证明了 (>，M) 是 N 的开子流形 W 中的闭子流形. 

在定理的证明过程中，我们已得到如 下的： 

系 子流形 (％M) 是光滑流形 JV 的正则子流形 ，当且仅当对 
每一点 />eM， 存在点9 = ^/0在 W 中的坐标卡 (y ; v B )，z；»=0, 
使得是由 


S 


W+2 


v n 


0 


* • • 






定义的 


定理 


设 (％M) 是光滑流形 iV 的子流形，若 M 是紧致 




的，则灼 M — N 是正则嵌入. 


证明因为 P ( M ) 怍为 N 的拓扑子空间是 Hausdorff 空间, 
而灼 M — 扒 M ) CN 是紧致空间 Af 到 Hausdorff 空间的 1-1 连续 
映射，所以灼 Af — 是同胚，即 （ pM) 是 W 的正则子流 


形. 


H. Whitney 证 明了： 任意一个 w 维光滑流形都能嵌入到 2m 
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+1 维欧氏空间中作为子流形.这说明尽管流形的概念是欧氏空 
间的十分一般的推广，但最终仍可作为欧氏空间的嵌入子流形来 

实现.因此，高维欧氏空间的子流形的研究是很重要的 . Whitney 
定理的证明较为困难（见参考文献[1])，我们在这里只讨论紧致光 
滑流形在欧氏空间中的嵌入.为此，我们需要若干 引理; 这些引理 
本身是十分重要的，以后还要多次引用. 

引理1 设 A 与 A 是扩 中两个开的同心球，万厂认，则在 

R m 上存在一个光滑的实函数/，使得 

(1) 0</<1 ? 

(2) /( x ) = 


1 ， x^D l9 


0， x ^ Dz * 

证明 不妨设 A 与 A 以原点为球心，半径分别是 a ， b ， Q<ia 


〈幻命 


t 6 ( a \ b 2 ). 


exp 


(t — a 2 )(t — 6 2 ) ’ 


g ( t }= 


(3. 15) 


0, 


t 6 ( a 2 f b 2 ) 


显然 g 是 i ? 1 上的光滑函数.再命 


/I 


Fit )：= 


g ( s)ds 


g ( s ) ds f 


(3. 16) 


则尸仍是及 1 上的光滑函数，并且 OgFCl ; 当时， = 

当时， F ( f ) = 0 •命 


/( X 1 ，..=尸（（文1)2 + •" + (，）2)， 


(3. 17) 


则/适合 引理的要求. 

引理2设 u 与 V 是 # r 中两个非空开集，且 y 是紧致的 ，歹 

a /， 则在 V 上存在 光滑的实函数/， 使得 

⑴0</<1； 


1 ， xev ， 


(2) /(x) = 


证明由于歹的紧致性，且 vcit /， 所以存在有限多组同心球 
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所 ) CZ D! 2 、C U ， 

并且构成歹的开覆盖.由引理1，对每一个 “ l « r )， 
存在光滑函数 


(3.18) 


及 1 ，使得0</,<1，并且 


e a ⑴， 


fiix)= 


(3. 19) 


( 2 ) 


e A ' 


0, 


命 


JJ (l — /i) ， 

i=i 


f — i — 


(3. 20) 


则容易验证 / 适合引理 2 的要求. 

引理3设07,料 ；) 是光滑流形 M 的任意一个坐标卡，V是 A/ 

的一个非空开集，使得 y 是紧致的，并且则在流形 M 上存 

在光滑函数 I M —及 1 , 使得 

(1) 0<办<1; 

(2) A (/?) = 


1， pev ； 

0 ， p & u • 

证明由于 F 是紧致的，并且 7c=f/， 利用 M 的局部紧致性, 
不难构造开子集 fA, 使得 


V 匚 R 匚 R c t /. 

设 dimA /== w ， 则仰( V )和抑 ( fA ) 都是及 m 中的开集.由引理2,存 
在 iT 上的光滑函数/,使得0</<1，并且 

e 9 u(V ) , 

6^ 9 v ( U x ). 


/(jc)= 


(3* 21) 


0, 


X 


命 


/。 ％(/>)， peu , 

peu f 

则 a 是 m 上的光滑函数，而且适合引理的 要求. 

注记引理_ 3 的条件可 改成： t/ 与V是光滑流形 A/ 的两个 

非空开集，使得 y 是紧致的，并且 Fczt/， 则引理所要求的光滑实 
函数 a 仍然存在.请读者 自证. 


h ( p ) 


(3. 22) 


0, 
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定理 3. 6 设从是；《 维紧致的光滑流形，则存 在一个正整数 
，以及光滑映射灼 M—R” ， 使得(屮, W 是 R n 的正则子流形. 

证明 因为 M 是紧致流形，所以存在 M 的有限开覆盖 

使得每一个％是紧致的，并且 R 包含在某个坐标域 Uj 

内，设 A 中局部坐标是显然，存在开集％，使 

Vj CZ Wj cz w } c u } . 

由引理 3 ，对每一个 , 1 <><r ，存在 A/ 上的光滑函数 /, ，使得 0< 

/,<1，并且 




1，> 6 K /， 

0， pe^j 


/,(/>) 


(3. 23) 


在 A/ 上定义 n = r(m + l) 个光滑函数 


fn 




u wW • P ^ 

peu j9 

其中把 Cr 5， J ： i ) 看作龙*中一个点，则 （3. 24) 式 
给出了映射的 M 

若有 A /， 使 得 〆 / >) =#9) ，则 

4(/>) = J0°j(q) 9 x;(/>) = x;(9), 1 < £ < w , 1 <； < 


(3. 24) 


工 j ( 户 ）—- 


0, 


我们先证明 (％Af) 是 /r 的子流形. 


Ut 


(3.25) 


因为是 M 的覆盖，故存在々，1<是<厂，使 />eh, 因此 

fkiq ) = r ^( g ) = 4( / >) = /*(/>) 


(3.26) 


1, 




^\ k }( Q ) = <*) (/>) ， 1 < ^ < 


(3. 27) 


这表明 g 属于 t/*， 并且 g 和 p 在 t/* 中有相同的局部坐标，故 
/>，即映射是单一的. 

设夕 6M， 则必有是，1<是<厂，使/>€〜因此/*(户）=1，于是 


q = 






(*) t 


所以 
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a (4, …， o 

d(u 




这说明切映射％ 在点、 p 是非退化的，也就是说 (9>，M) 是 IT 的嵌 

入子流形.由定理 3. 5 #是正则嵌入. 


§ 4 Frobenius 定理 


在 §2 已经定义过流形 M 在任意一点户的切矢量； 

T P . 定理 2. 3 把切矢量 X, 解释为定义在 C7( 流形 M 在点/>的光 

滑函数的集合)上的实 函数； C7 
指定 M 在点/>的一个切矢量；则称X是流形 Af 上的切矢量 
场•若 / ec °°( ilf )， 命 


如果对 M 的任意一 点户， 


■ 


(X/)(/>) = X p f ， 


(4.1) 


则X/是流形 M 上的实函数. 

定义 4.1 设 X是光滑流形 M 上的一个切矢量场，若对任意 

的 /e c°°(Af), 仍有 Xfecr (M) ，则称 X 是流形 M 上的 光滑切 

矢董场. 


由此可见，光滑切矢量场X是从 C°°(M) 到 C°°(M) 的一个算 

子.定理 2. 3可搬过来，得到算子 a ： 的 性质： 设/,貧 ecr ( A /), 
a， 托 J?， 则 

(1) X(«/+^)=a(X/)+^(X^)j 

(2) Xif • g)~f * Xg~\~g • Xf . 

要研究光滑切矢量场，必须弄清它的局部特征.设 X 是流形 
M 上的光滑切矢量场，则对 A/ 的任意一个非空开子集 U ， X 在 U 

上的限制X Ic； 是开子流形 t/ 上的光滑切矢量场.要说明； He; 的 
光滑性，只需证明对任意的 /ec^o;)，;^/ 仍是上的光滑函 

数.任取一点 peer ， 则有点 P 的坐标域V,使得 F 是紧致的，且 V 
CC7. 根据§ 3 的引理 3 ,存在光滑函数 gee°°(M)， 使得 

， S\m-u — 0 ； 


S v = 1 
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命 


e u . 


fix) • g(x ) ， 


X 


(4, 2) 


/ U ) - 


e u 


0 , 


则 / ec °°( A /)， 且 / 这样 


(4. 3) 


(X|^/)U) = XJ= (X/)U), VxG v 

因为 X 是 Af 上光滑的切矢量场，所以 x / ecr ^ M )， 因此函数 
X\uf 在点 pet / 是光滑的，即 Xlc ；/ 是 r 上的光滑函数 • 

定理 4. 1光滑流形 M 上的切矢量场 X 是光滑切矢量场的 
充分必要条件是：对任意 一 点/ Af ， 存在点/>的局部坐标系 


07 心， 使得 X 限制在 C 7 上可以表成 


, a 


1 = 1 

其中 f 是 f / 上的光滑函数. 

证明充分性是显然的，现在证明必要性.因为 X 是 M 上的 
光滑切矢量场，所以 XU 是开子流形 tz 上的光滑切矢量场.切矢 

I 

量场 X | f ； 在自然基底 { 下可表成 


(4*4) 


Bu * 




*= l 


X 




Bu l 


因为坐标函 数乂是 C / 上的光滑函数，所以 


X v u x = 


也是 t / 上的光滑函数. 

设 X 与 y 是流形 M 上两个光滑切矢量场，它们的 Poisson 

号积定义为 


[ X t y ] = XY -YX 

即 [ x , y ] 是作用在 c °°( m ) 上的算子，对任意的 / ecrcAo 有 

lx f YIf = x(y/> - rex/) 

容易验证，对任意的 /， g € C °°( M ) 有 

(1) [x , y] if+g ) = [x , y]/+ [x , y ]^ ； 


(4. 5) 


(4. 6) 
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( 2 ) [ X , y ](/^)=/ • [ X , Y ^\ g-\-g • lx , Y ]/. 

这说明 [ X ， y ] 是流形 M 上的光滑切矢量场.在下面还要用局部坐 

标表示来说明这 一点. 我们先研究 Poisson 括号积的运算规律. 

定理 4. 2设是流形 M 上的光滑切矢量场，/,&6 
C °°( M )， 则 


(1) [x,r]=-[y,x ]； 

⑵ [x+y,z]-[x,z] + [y,z ]； 

(3) UX , gY ~]= f - ( Xg ) Y-g • ( Xf ) X + f * glX ^ T ], 

⑷ [x,[r,z]] + [y,[z,x]]+[z,[x,y]]=o. 

证明 只要按照定义逐条验证即可.以 （3) 为例： 设 Ae 
O /)， 则由 Poisson 括号积的定义得到 

l / X , gYJh = ( fX )(( gY ) h ) - ( g Y )(( fX ) h ) 

f • X{g • Yh )- 
■ =/• ( Xg )( Yh ) +/ 

( Yf )( Xh ) - 


C 


Y(f • XfO 

XiYh ) 
f - Y { Xh ) 

( f ( Xg ) • Y - g ( Yf ) • X + / • glX . Y^h 




g 


_ 


g 


— g 


8 


因此 (3) 式成立. 

现在我们可以用局部坐标表示 [ X , y ]. 设 ( C 7; a *) 是流形 M 上 
的一个局部坐标系，则可设 




m 


由于[蟲，磊] 


(4,7) 


其中卜，7是上的光滑函数. 
根据定理 4. 2得到 


=0 (i<; ， Xw )， 


ic / t ^ it ；! 


因此， [ x ， y ] 是流形 a / 上的光滑切矢 量场. 

设 X 是流形 M 上的光滑切矢量场.若在 


a 


(4.8) 


du j 


定义 
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x ,= o , 则称点 /) 是切矢量场叉的一个奇点 • 

矢量场 X 在奇点/>附近的性质是十分复杂的•第 34 8页的图 
18给出了欧氏平面上具有孤立奇点的矢量场的例子.光滑切矢 M 
场的奇点与流形的拓扑性质密切相关（见第五章定理 4 . 1 的 系）. 
例如： 在偶维球面上不存在无奇点的光滑切矢量场，而在环面上 

却存在这样的切矢量场. 

光滑切矢量场在非奇点附近的性状是很简单的•我们有下面 


的定理 


设 X 是流形 M 上的光滑切矢量场.若在点 P & M ， 
则存在点/>的一个局部坐标系,使得 


定理 




a 


x | w 


(4.9) 




3vu l 


证明由定理 4. 1，存在点/>的局部坐标系 ( W ) W )= 
0,使得 X 限制在 (7 上可表为 


d 


= 2^ 

1=1 

其中夕是 C 7 上的光滑函数.因为关0,不妨设^(/>)^0,由于 f 

的连续性,可假定 U 亀 p 的充分小的邻域，使得函数沪在 U 上处 
处不为 a 考虑常微分方程组 


(4. 10) 


du 


du a _ 9 ••• 9 u m ) 

du 1 ^ x (u l f ••- fU m ) ’ 


2 ^ ^ ^ , 


(4.11) 


其中〃 1 是自变量，而是未知函数.根据常微分方程 
理论(参阅参考文献[13]>，存在正数心使得 { U 1 , …， | U 1 1< 
B } CIf / ，并且对任意给定的初值 ( v 2 , … , v m ) , | r> a | , 

方程组(4.11>有唯一解 

<p a {u l 


- d < u l <8 


，…， ，）， 


(4.12) 




满足初条件 


f a (0 ； r； 2 , 

并且函数 f 光滑地依赖于 W 和初值 V . 


fV ^) = v % 


(4.13) 


• • • 
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作变量替换 


U = V , 


(4,14) 


沪» 2 , 


，，）， 


a 


U 


* * 峰 


则它的 Jacobi 行列式是 


d(u l ， 

d ( v \ 


， u m ) 

, v m ) 


_ * * 


(4 - 15) 


•争奉 


= 0 


所以存在点 /> 的一个邻域 WCIC 7, 以为局部坐标系. 
在这个局部坐标系下， 


m 


, a 


x \ w ^ 

1 = 1 


du 1 


m 


：a 


a 


+ 饮 


du l 


du 


a 


ar=2 


171 


f — 1 


1 


e 


(4. 16) 


3v x 


命 


1 dv l 

¥ 3 


J 


ah 


(4. 17) 


0 


a 


a 


2 ^ a ^ 


XV = V f 


则 U / 是 W 上的局部坐标系，并且 


a 






dw 1 


定理证毕. 

设在流形 M 上有 A 个光滑切矢量场兄 ，…， X *,它们在邻域 

f / 内是处处线性无关的.一个自然的问题 是：在 C 7 的每一点/>处 
是否都存在局部坐标系 ( V ^«/)， 使得 


a 


1 


(4* 18) 




a ， 


du ) 


r _ a _ 丄 "I 

因为 Lau / w 、 


0,所以当 （4.18) 式成立时，必定有 

[U^] = 0 ， 1 ^ ^ h. 




(4.19) 
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反过来 ，（4. 19) 式也是满足 （4. 18) 式的局部坐标系存在的充分 
条件(证明方法可借鉴定理 4. 4的证明，请读者自己完成). 

条件 (4. 19) 是比较强的.通常考虑的是下面的类似的问题.设 
在每一点指定了切空间 7 V 的一个 A 维子空间 //(/>), 即 

是 M 上 A 维切子空间场.若对每一点在 f 的一个邻域 
上存在 A 个处处线性无关的光滑切矢量场不，…，兄，使得在每 

，/是由矢量 ^( g )， …，张成的，贝! j 称是光 
滑的 A 维切子空间场，或称 L A 是流形 M 上光滑的 A 维分布，记 

L h \u = {X 19 -,X h }. 

切矢量场^^，…， X * 被 l a 确定到差一个以函数为系数的非退化 
线性变换•实际上,如果命 


一占 


(4. 20) 


P= 1 

其中 af 是 C 7 上的光滑函数，并且 det ( Z ) 处处不为零，则 C k 也 
是由…， h 张成的•即 


1 


(4.21) 


L 


— {K ， … fY k } 9 

问 题是： 对于流形 A / 上给定的 A 维分布 L *, 是否存在局部坐标系 

使得 


3 


d 


^ Ih ^ 


(4* 22) 




aw 1 ， ，dw 


当 (4. 22) 式成立时，则切矢量场可表成 


d 




P 

fl a «/， 


芦 =1 


由于[盖， $] =o , 则 


3^1 


(4.23) 


其中 


d ( 

^7=1 ' 


3 a 1 . y 


(4.24) 


_ a 




dw 
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式中彡 =( 的)表示矩阵 a =(4) 的逆矩阵.显然,如果切矢董场 h ， 

， y A 张成同一个 A 维分布广，则当 (1<«< A ) 满足条件 （4. 

23) 时， [1,1^] 也可表为 I 的线性 组合. 

定义 4. 3设是流形 Af 上的 A 维光滑 分布. 如果在任意一 
个坐标域上，当//由处处线性无关的光滑切矢量场不，…， 
张成时，[兄》，；^] 都可以表成； G 的线性组合，则称 

分布炉适合 

定理 4. 4设 Z /是 定义在 M 的一个开集 f / 上的 A 维光滑分 
布，则对任意一点存在点/>的局部坐标系 ( W ^ w / WCZL /， 


« » • 


条件 


Frobenius 


使得 


3 


9 


L k \ 


dw l * ， dw 


成立的充分必要条件是适合 Frobenius 条件. 

通常把上述定理称为 Frobenius 定理. 

证明 必要性在前面已证.为证充分性，我们对分布的维数 A 
作归纳法. 

当 A -1 时，由定理 4. 3知命题为真.假定充分性对于 A — 1维 
分布成立•设分布由 C 7 上处处线性无关的切矢量场 X' ， …, X k 
张成，并且 


\_ X a 9 X ^\ = 0 (mod X ，、 ， 1 ^ or ,/? ^ h 

由定理 4.3, 在点/>存在坐标系 ( y , …, y *), 使得 


d 


A 厶 - 


(4, 25) 


ay 


以下设 入， — 1 .命 


X f x = x x - (X^X 


(4- 26) 


显然 


xiy = o, x A y = i 

因此 z /= ui , …， xU ， 兄 }, 所以这办个切矢量场仍适合 

Frobenius 条件，故可设 


(4* 27) 
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[ X ， X ] = ^^A(mod X ) 

将上式两边的算子作用于函数 y ， 则得 


0. 因此 A —] 维分布 
，尤 - i } 适合 Frobenius 条件.根据归纳假定，存在 


ax 




{X ;， 


fh -\ — 


L 


• mm 




与、 p 的局部坐标系 ( y ，…， ，）， 使得 


d 


d 


f h — \ 


L 


(4.28) 


dz 19 ， dz^ 1 


d 


因为 P 和只差一个非退化线性变换，由 （4. 27) 式得到 


d 


= o 


(4* 29) 


dz 


由于 


a 


d 


， g z h-i ，根据 Frobenius 条件可设 


■» 


dz 1 


d 


d 


-~ XfXh J^ bi X h [mod- 

将上式两边作用于/，则得& = 0;所以 




[» 

j£/=l ^ 


(4. 30) 


M 


在坐标系 (2； 1 ， …，;£^)下，设可表成 


(4*31) 


则 


B 斗自鉍 

将上式与 (4. 30) 式对照，则得 


(4.32) 


3^ 


\ ^ h —— 1 ， h < p 《 


a ? = 0 


(4,33) 




m \ 


这说明产只是的函数•命 


m 




(4.34) 


则仍有 


d 


d 




r a _ 


dz 1 


k —1 ， 


dz 
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根据定理 4. 3,存在从 (？，•••，，) 到 (以，…，/ ) 的局部坐标变换， 
使得X可以表成 


d 


v 7 _ ^ 

Xa _ aw h 


(4 - 35) 


(10</1-1)，则（1^， 


再命 


k — 1 


上面的变换不涉及/， 

m ) 成为点/>的局部坐标系；在此坐标系下 


a 


a 


L h = 


dzv 15 ’ dxv 


定理证毕， 

注记在应用中，把 Frobenius 定理写成用外微分叙述的对 
偶形式是方便的，参阅第三章的定理 2. 4- 
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二章多重线性代 


m 


m 


§ 1张量积 


本章是为深入地研究微分流形作一些代数上的准备.我们先 
回顾矢量空间的概念. 

用 F 表示数域.在本书中, F 通常是指实数域或复数域 C . 
所谓域 F 上的矢 董空间 V 是指一个非空集合，在这个集合中 

定义了两种 运算： 

(1) 加法； 

(2) 对 F 的数乘法 ( F 的元素写在左边）. 

要求这两种运算满足下列 条件： 

(1) 集合 V 关于加法运算成为交换群，其单位元素记作 0 (零 


矢量）; 


(2) 对于有 

( a ) aix ~\~ y ^ — ax -^ ay , 

( b ) (« r +/?) < r = ax + 卢 _ r ， 

( c ) ( a ^) x = aifix ), 

( d ) 0 

空间 F 的元素称为矢量， F 的元素称为数量. 

如果在 V 中存在《个元素 

可以唯一地表成这《个元素的、系数在 F 中的线性组合，则称 V 
是 n 维矢量空间.这样一组矢量{^, 

底•很明显，在取定基底之后矢量空间 F 就等同于由有序数组 

〆 ） UeF ) 组成的矢量空间. 

注记 若把上面的域 F 换成环及,则按同样的方式可定义环 


0,1 




使得 V 中任意一个元素 


}称为空间 V 的一个基 


( a 1 


* _ _ 
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R 上的线性空间.这样得到的环上的线性空间称为（左)尺-模. 
第三章§ 1所定义的矢量丛的截面空间构成一个模. 

设/: V -^ F 是 V 上的 F - 值函数.如果对任意的及 


a \ a 2 eF ^ 


/ O 1 % 十 a 2 Vo ') = a l f{vO + a z f ( v 2 ), 


( 1 . 1 ) 

则称 / 是 V 上的 F - 值线性函数.显然，如果 /, g 是 V 上的值 
线性函数，《€厂则/+&«/仍然是 V 上的 F - 值线性函数.这样， 

全体 V 上的值线性函数的集合成为域 F 上的矢量空间，记作 
V 、叫做 F 的对偶 空间. 

如果7是域 F 上的; 2维矢量空间，则 V 也是 F 上的《维矢 
量空间.设{々，…，是 V 的一个基底，且 


2>乂 e v ， fev \ 
*=1 




则 


fM = 

r^l 

所以线性函数/由它在基底上的值 /( a ,) ( l « w ) 所确定.于是 
可定义线性函数 〆 使得 

(<3>) = 巧，1 O < W , 


( 1 . 2 ) 


» t 


(1. 3) 


那么 a * f ( t ;)= t /， 所以 


/⑻= 2^ ^ = 2乂“ ”⑻， 

i=X f — 1 


/ = 

其中 /,=/ U ). (1. 4) 式说明的任意一个元素都可用 {a “， 1< 
<»} 线性表示.易见这种表示是唯一的，因此是 V 

的基底，称为与 U , , } 对偶的基底 • 所以 V * 也是域 F 上的; 

维矢量空间. 


(h 4) 


注记 


’是矢量空间 V 在取定基底{^，…，^}后的坐标函 
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数.实际上/如）=7/， 即广⑹ 是矢董 I ;关于取定基底的第/个 


分量 


V * 和 F 的对偶关系是相互的•我们定义 

e v , v^e v % 


(1. 5) 

则< , >是定义在上的 F - 值函数，并且对每一个变量都是 
线性的 ，即： 对于 UHWeV ， 


(10, 


(v，zT > 


V 


V 




eV \ Ra ^ a 2 eF ^ 


* 2 


fV 


V 9 V 

{a x v x + a 2 v z jv ")= 〜<% ，tT > + a 2 (v 2 fV* >, 
〈 t/’a〆 1 + a 2 v* 2 ) = a x {v^v* 1 ) + a 2 (VjV* 2 ). 


( 1 , 6 ) 


在 （ i .5) 式中固定矢量 z ； ev ， 则〈〜 >是1^上的 f - 值线性 函数; 反 
过来， V * 上的值线性函数都可以如此表示.设 P 是 V * 上的 F - 


= y ]< p ( a* i )(a 

i—i 

n 

== 2^* ( a i ) • 炉 ( 〆 ’ 


值线性函数，只要命 


则对任意的 〆 ev * 有 


v = 


i J 


(v 


V 


ifV 


) 


=^pCv * ( a ,-) 

i=i 

因此 V 可以看作 V * 上的 F - 值线性函数所成的矢量空间，即 V 是 
V 的对偶空间. 

现在我们把上面的讨论稍作一些 推广. 假定 V ， W ， Z 都是域 
F 上有限维的矢量空间. 

定义 1.1 映射 /: 2称为线性的，如果对于 w , t ； 2 er ， 


箐 


f > = 9m 


( L 7) 


* 


a 


y , a 2 eF 有 


f(a l v x + ot^v 2 ) = ^/(t^i) + ct 2 f{v z ) 


( 1 . 8 > 

映射 /: vxw — z 称为双线性的，如果 / 对于每一个变量都是线 
性的，艮 P :对于任意的 V ^ V \ fV 2 ^V t XViWi ， W 2€ w 及 a 1 有 


fi^Vx + a z v 2 fW) — a l f(vi 9 w) + ^ 2 f(v 29 w) , 
f(v f a l xv x + a 2 w 2 ) = a x f{v^xv x ) + a z f{v % xv 2 ) 


(1.9) 
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类似地可以定义 r 重线性映射 


/： AX …XV ， Z, 

其中 A ，…， W 都是 F 上的矢量空间. 

当 Z = F (看作 F 上的一维矢量空间）时，定义 1. 1给出的就 
是值线性函数、 F - 值双线性函数和值 r 重线性函数. 

从 K X…X K 到 Z 的全体 r 重线性映射的集合记作 ^( Vi , 
， F r ; Z ) •若 /， g € 父( V 〗，…， V r ; Z )， a € F ， 对于任意的 

命 


• • • 


(/+ 茗）（％，… ^ r )=/(^ l ^ 

( a /) ( i ^ ，… ， v r ) =a • /(% ， 

则 /+ g ，《/ 仍属于父 (h ，…， V r ; Z ). 显然，集合 父 (V 

关于这两种运算成为域 F 上的矢量空间. 

空间父 ( v ; z ) 的结构比较简单.在 V 中取基底{^，…， a 山在 
Z 中取基底{~,…人 } ，则 / e 父 ( hz ) 由它在基底 U } 上的作用 
所确定.设 


f ^ r )+^( Vj ， 

1 ， V r ) ， 


， tv ) ， 




(L 10) 


9 V r ； Z ) 


■ •霧 


1 9 


m 


a— 1 

则 / 对应于阶矩阵 (/, a ). 不难看出，空间 y ( V ; Z ) 和 nXm 
阶矩阵(元素属于 ZO 所成的矢量空间是同构的.通常我们也用记 


fidi ) = 


(h 11) 


nj 


号 


^ f(Y fZ ) — Hom(V f Z ) 


( 1 . 12 ) 

现在的问题是要把 vxw 上的双线性映射转化为线性 映射; 
确切地说：对于给定的矢量空间 y 和要构造只依赖 V 和 W 
的矢量空间1"及双线性映射： vxw — Y ， 使得对于任意的双线性 


映射 


/： VXW^Z, 

存在唯一的线性映射 r — Z , 适合 


/ 


h：VX W — 


(1. 13) 




g 


o 


或者说有如下所示的交换 图表: 
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Y 


(l. 14) 


要构造的空间 Y 就是V和 W 的张量积. 

■ 

为了叙述清楚起见，我们先说明对偶空间和 w 的张量 

€ W ，线函数 V 和的张量积定 


积.设沪 


fXV 


义为 


(X) ZV # 


(v) 


( tv ) = < u,d • ( wjW M > ? 




(1.15) 

其中 i / eFweu ^， 则是 vxw 上的双线性函数，即 

e ^ fiv 9 w ； F ), 运算 ® 是从 y * xw * 到父的双线性 
映射.实际上，对于 v ： , v：ev 


备 


ew * 及我们有 


fXV 


( a l^l + a 2^2 ) ® (V^ZV} 


= (v 9 a\v^ + ^2 > • (xv^xv^ > 


= €t x {v^vl ){xv^vu* ) 4 - 0^ 2 (^y^2 〉 > 

(^1 iVi (x) Tt^ # ) + ^2^ v 2 ® ))(v^rv ), 




( a \Vi -h € t z vl ) ® 


= (^r ( x ) w* > + ® 


(L 16) 


同理，运算⑧对于第二个因子也是线性的. 

矢量空间 V * 和 W 的 张置积 是指形如 

的元素所生成的矢量空间，它是父的 
子空间.要指出的是,张量积 V ^® W ^ 的元素是形如的元 
素的有限线性组合，一般不能写成单项式，如 〆 ( 请读者举 


(v 
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例说明).张量积中能写成单项式 〆 ® w / 的元素称为可 
分解的. 


在 r 和中分别取基底 幻和 
因为 ® 是双线性映射，所以 


y]v* (a t )xv* (ba)a* 1 ® b’ a ， 

其中 { aj ， {心}分别是在 V 和 W 中的对偶的基底，因此 V *® W 9 

中的元素都可以表成“的线性组合.容易证明 

是线性无关的，所以它们构成张量积 V *® 

W 的基底，因此 是” Xm 维矢量空间.可以证明,任意一 

个 F _ 值双线性函数/: VXW-*F 都可以表成，线性组 
合，因此 


0 


(1.17) 


V* (g)U^* = ^(V,WiF). 

因为矢量空间 F 和 W 又分别是 V * 和的对偶空间，同理 
可以定义张量积 V ® W , 并且仍然有 

v iF) 

张量积和 V 是互为对偶的，只要命 

{v ® ® w* > 




(v f v*y • (tu 9 w* > 


(L 18) 




特别是 


1 (“a) = (_；•，/?)， 

0 (i,a) ^ (j ， j3 ) ， 


(ai (x) b aJ a #J (X) b*’）= = 


(1. 19) 

所以 {^ i ( x ) 6 a » 9 1 } 和 {a * r ( X ) 6 * a ^ 1 9 1 ^ a ^/ 77 } 

是互为对偶的基底.因此 


F* (g)W 9 = (V®W)\ 

定理 1 . 1 设 A : FXW — V ® W 是张量积③给出的双线性映 
射，即对于有 


h(v f iv) 

则对任意的双线性映射/: VXW 4 Z , 存在唯一的线性映射 


0 


(1, 20) 
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v ® w ^ z . 


g 


使得 


/ 


h t V X W^Z. 


CL 21) 


g 


e 




证明定义线性映射 A 使它在基底上的作用是 

g(^CLi (x) ba) — f (di ， ba ) ， 1 t ^ 


1 < or < 


n ， 


( 1 * 22 ) 


若设 


2 沙仏 € V ， 
/ = 1 


w = ^ 2 w a b a G W ^ 

Q — 1 


V 




则 


g(v (X) w)= ^vWgiai ® 6 a ) 

= 2 w ,( a ， 人） 


= f(v,rv ) ， 


所以/=厂 A : VXW — Z •显然发是唯一确定的. 

系矢量空间 w ， w ; z ) 与是同构的 
证明定义映射 


?1 ^ f ( V ^ WiZ ) ^ f ( V 9 WiZ ) 9 


使得 


f ( 发） =g ° h ， g e ^f(v ®WiZ), 

其中 A 如 （1. 20) 式所 定义. 定理 1. 1 说明映射史是 1-1 的满映射. 
显然 P 是线性的，因此9建立了这两个矢量空间之间的 同构. 

线性函数的张量积运算可以推广到任意的多重线性函数.设 


( 1 - 23 ) 


/e w 


， ^/^ ， ^^^^(^^ ， … ， ^^/^ ，它们的张量积/②尽 

定义 如下： 设奶%€%，1 </<广，则 

f ®g(v 19 


• » • 


1， 


J”W] ， … ， w r ) = f(v l9 


，A) • 贫 （W! ，…， Ttv) 


( 1 . 24 ) 


显然 /® 贫是 KX … X ^ X^X 

函数，张量积运算 ® 是从 £^( V 19 


X %上的 / MS ( r + d 重线性 

V si F)X^f(W x 


• • * 


, w ri Fm 
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父 ( h ，…，，…，的双线性映射. 

张量积运算 ® 适合结合律 .即： 对于任意的史€ 

Wt ，…， V “ F )， 06父 ( W ^, …， 及 (乙 ，… ，乙； F ) 有 

(9® 中、 ® 芑= 9® ( 必⑭彡乂 


定理1 


(1.25) 

1的情形进行证明，一般 


证明为简明起见，只对 
情形是类似的.设 A ，则 

(9® ® e(v ， w ， z) = f (X) ip(v ， xv) • $(z) 

= <p(^) • ipivu) * $(z) 


nm 


同理 


^(x) (<p (X) $y(v y W f z)= 史 (zO • ipixv) • 6(z) 


所以 


、9® 中、 0 ^ = < p ® ((p ( x ) $ y . 

由此可见记号是有意义的，称为这三个元素的张量积. 

我们把形如 v ® w®z 的元素所生成的 

矢量空间记作 v ® w ® z ， 称为矢量空间 v , w , z 的张量积.这里 

分别看作 V * ,1^*和上的 F - 值线性函数. 

同理，若 W ，…， K 是 F 上的矢量空间，则可定义它们的张量 
积….若 V ,.的基底是 


VjW^Z 


{ a ；° ， 


</) 


ja 


n- 


则心®…®、的基底是 


1 ^ ^ ， 


a 


1 ， … ，父 




(1.26) 


所以 


dimO^! (X) ® V s ) = dim V x * dim V 2 


dim V 


s 


(h 27) 


容易证明 


Vi ® … ® K = 父 (V7 ，…， f ;F). 

定理 1.3 设 A: % 乂一 \1^—1/ 1 0 〜 01/, 是张量积 0 所定 
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义的 ^ 重线性映射，即对于％ ev t A 有 

，％) = (X) *** (X) v sf 

则对任意的，…，存在唯一的线性映射 ge Wi 

(^••® V 5 ; Z ) ，使得 


(L 28) 


h(v x ， 


# _ _ 


(1-29) 


xv s ^ z . 


/ = 发。 A: K X 

证明与定理 1 . 1 类似，请读者自己完成 • 


m m m 


§2张 量 


在上一节我们讨论了张量积的一般概念.在微分几何中所用 
的，经常是同一个矢量空间与它自己以及它的对偶空间的张量积. 

定义 2.1 设 V 是域 F 上的《维矢量空间，其对偶空间是 
V '张量积 


= v ® … ® T/® V* ® … ®y 


( 2 . 1 ) 




个 


的元素称为 ( r ， s ) 型张置，其中 r 是张量的反变阶数 M 是其协变阶 


特别 是，％ 的元素叫做 r 阶反变张量，< 的元素叫做 S 阶协 

变 张量. 还约定 Vl = F,V\ = V,V\ = V w 的元素称做反变矢量， 

的元素称做协变矢量. 

注记 在应用时，张量积 K 中 7 和 V - 的各个因子可能是交 

替出现的.将它们排成 ( 2 . 1 ) 的形式，只是为了记号的便利. 

根据§ 1 的讨论 ， dim V r s — 

V r s = ， 


并且 


W ，一， y ; F )， 


• • * 


r 个 


J 个 


也就是说， （ r ， 5 ) 型张量是定义在 

W X 


X X V 义 


X V 


* • • 


參 • _ 






上的重线性函数•设和 { e “， l « n } 分 
别是 F 和中彼此对偶的基底，则空间 V ;的基底是 
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1 ® … ® e ir ® ® … ® 〆〜， I < 


^k s ft 


e: 


( 2 . 2 ) 


因此 ( r ， s ) 型张量 x 可以唯一地表成 

S 


e tl ® …®〜® 〆 〜 … ⑭ 〆 〜 ， 


(2.3) 


J 0 == 


k r mk 


是】 


，K 


* * » 


其中称为张量工在基底 (2 . 2) 下的分量.很明显， 

Ji 在 


— x ( e *’】 ， 


* I 




x 




^， 


• • • 


〜… a 


5 


=〈广 1 ® … ®/’ r ® % ® … (2. 4) 

在处理张量时，常用 Einstein 的和式 约定： 在一个单项表达 

式中出现重复的上、下指标，表示该式关于这个指标在它的取值范 

围内求和，而略去和号 不写. 例如，在 (2. 3) 式中原有 r +5 重和号， 
采用这个约定则可写成 


】 ® … ® \ O 《“ 1 ® … ® 


k 


* 


(2. 5) 

当矢量空间 F 的基底改变时，张量的分量是按一定的规律变 
换的. 设 { i ,， 是 V 的另一个基底，相应的对偶基底是 

U ' •用原基底表示，可设 


X = X 


e ： 


S 


e 


k i- k 


ei = aje” 


( 2 . 6 ) 


其中 “=(<) 是行列式不为零的 nXn 阶方阵.因此 


’=吵”， 


(2. 7) 


e 


其中/?=(汉)是“的逆矩阵，即 


若用记张量： T 在新基底下的分量，则 


( 2 . 8 ) 


^ ® … ® 6 ® … ® 孑 


* k 


X— x 


*1 " •夂 


々 ••♦iX'® … ® e" ® 


* i 


1 ® ••• ® e ' 


=X 




e 


所以 


jr ^ 1 


h 




(2-9) 


=X 


/ 广 ./, 




s 
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在经典的张董分析中，变换公式 (2. 9) 是定义张量的根据. 

( r , 乃型张量的空间 K 是矢量空间，所以同类型的张量可以 

相加;张量也可乘以一个数董.此外，张量还有乘法和缩并两种运 
算.两个张量相乘就是它们作为多重线性函数的张量积. 

定义 2. 2设是 ( n ,^) 型张量 a 是 ( r 2 ，&) 型张量，则它们 

的张量积是型张量，其定义是 

® 力* 1 , 


* r 


，'扣 2 ) 


X 


fV 


fV l9 


—: r(d 


* r 


，') 


1 




« • # 


ft • • 


* 厂1 +1 


l +r 2 


朞 r 


y(v 


)• (2.10) 


fV 


fV 


fV 


+1 * 


5 i + J 2 


在取定基底后,的分量是 x 和: y 的分量的积，即 


(x (X) y} 1 


r •夂 


1 +J 2 


( 2 . 11 ) 


x 


是 1 


k 


s 


1 +1 j 1 +5 2 


如 § 1 所讨论的，张量的乘法适合分配律和结合律(见定理 1. 2). 

定义 2. 3取两个指标 A ，;/, 使 l < A < ra <//<5. 对于任意一 
个可分解的 ( r ， d 型张量 


耵 1 ® … ® tV ® P* 1 ® …③ 


( 2 . 12 ) 


X 




命 


C 知 ( i )=® … ® A ® … ® 


v 


0® … ® ® … ® 


(2.13) 

其中 记号心 ”表示去掉该因子，则 C v ( x ) 6 F ；： J . 将映射 xt - 


C ^( x ) 作线性扩充得到线性映射 K — d ， 称为缩并. 

若张量工用分量表示为 




X = X 


(2. 14) 


€； 


* 广 _* 


s 


根据缩并的定义得 


C^Cr)= x r 】 


区)…⑧ a 0 @ … ( g ) ^** ) 


49 





V .” A - 


r-l 


X 




fi ^ 5-1 


* k 


1 ® … 


® … ® 

1 r — 1 


(2.15) 

因此从分量来看，缩并就是关于第 A 个上指标与第^个下指标 
的对等求和.缩并降低了张量的阶数，它是一个很基本的运算.例 

如，设工是（1，1)型张量，则 X的缩并就是求矩阵％)的 




e 


n 


迹I] 七 ，所得的是一个与坐标系选取无关的数量. 

1-1 


设 


T r (V) = R = V® …®/， 


r 个 


考虑直和 7xv)= D：roo ，其元素 x 可表成形式和 


r>0 


2 


e T r ( V ), 


(2.16) 


X 


X ， 


X 


r^O 


和式中除有限多项外其余各项都是零.这样， 7XV) 是无限维矢量 
空间 • 张量的乘法通过分配律可以扩充成 roo 中的乘法，因此矢 

量空间 7XV) 关于这种乘法成为一个代数，称为矢量空间V的张 
■:代数. 


同理， v* 的张量代数是: r(v*)= = 

r^O r^O 

如 § 1 所讨论的，矢量空间： r(y *) 和: roo 是彼此对偶的， 
它们的配合是 


1 ® … ® v * r ) 




* 




VrfV 




(2. 17) 


其中趴 

用 /(r) 记自然数 {1 ，…， r} 的置换群_ Y(r) 的任意一个元素 
决定了矢量空间 rw) 的一个自 同态： 设 xer r oo, 则定义 


* 


(T 


( Tx ( v * 1 ， 


r ) = OT(T ；” ⑴ ，…， t ； * a(r) ) , 


(2* 18) 






其中 t；“e 易证，如果则 




(XX 


(2, 19) 


Cr) 9 
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其中厂 1 表示 a 的逆元素 

定义2 


设 x € T r ( F ). 若对任意的 K Y ( r )， 都有 


( 2 - 20 ) 


OX = X 


则称 I 是对称的 r 阶反变 张量. 若对任意的 ^ e ^( r ) ，都有 


( 2 . 21 ) 


aa: = sgn o 


其中 sgn a 表示置换的符号，即 


I 


是偶置换, 
是奇置换， 


a 


( 2 - 22 ) 


sgn a = 


— 1 ， 

则称 i 是反对称 r 阶反变张置. 

定理 2.1 设 xe : roo , 则 x 是对称张量的充要条件 是：它 

的分量关于各指标是对称的； X 是反对称的充要条件是它的分量 
关于各指标是反对称的. 

证明设 r 的基底是 h ， 

意的 有 


a 


} ，则当 X 是对称张量时，对任 


fe 


• * • 


，， v ) =盯(广1，…， 广) 

〜 < r )) 




= x{e 


<r(l) V(r) 


(2, 23) 


，e 


* 鲁嘛 




反之亦然.若 x 是反对称的，则对任意的< Y ( r ) 有 


f '= : rO ” 1 , 


f e* tr ) = sgn a • ax{e ^ tl , 




• • • 


( 2 . 24) 


tf(l) <f<r) 


=sgn <x 


X 


反之亦然. 

用 厂 OO 记全体对称的 r 阶反变张量的集合，用 ，( V ) 记全 
体反对称的 r 阶反变张量的集合.因为置换 a 在: TOO 上的作用 
是自同态，所以对称张量的和仍是对称的，反对称张量的和仍是反 
对称的，因此 P7F ) 和 AW ) 都是 : r ( v ) 的线性子空间. 

定义 2. S 对任意的 a ： eTW ) ,命 

^ e ^( r ) 


Sr (jo ) = 


(2.25) 


OXj 


s 


A r Cx ) = 


(2.26) 


sgn a * ax f 
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则又 Cr )， A _ Cr ) e ： T ( V ) •显然，映射&， 凡： W )— T r ( V ) 都是 

: TOO 的自同态，分别称为 r 阶反变张量的对称化算子和反对称 

化算子. 


定理 2 J P r ( V )= S r ( T r ( V )), A r ( V ) = A r ( T r ( V )). 

证明首先证明张量 * r 对称化的结果是对称张量，反对称化 
的结果是反对称张量.设 ： ce : rao ，则对任意的 r ey ( r ) 有 

r ( S r ( x ))= = S r ( x)j 


(2.27) 


^6S^(r) 


士 2 


rM r U )) = 


sgna ♦ r(<7(x)> 




^ 2 s g n ( r 


泛） 




=sgn r 


o 


r 




o 


<re^\r) 


=sgnr • A r (x). 

所以 &( r r (v)) 匚严 （10,人_0^00)匚崖（7) 

此外，容易 证明： 对称张量在对称化算子作用下不变，反对称 
张量在反对称化算子作用下不变.因此 p r ( V ) 

A r ( V ) = d r u r oo ) •所以 

P r ( V ) = ter ⑺）， A r ( V ) = A r ( T r ( V )). 

上面关于对称张量和反对称张量的讨论同样可用于协变张 

量. 全体对称的 r 阶协变张量的集合记作 P r ( V * )，全体反对称的 
阶协变张量的集合记作 A r ( V *). 


( 2 . 28 ) 


Sr(P r (V)), 




r 


§ 3 外代数 

由于 E . Cartan 系统地发展了外微分方法，使得反对称张量在 
流形论的研究中占有十分重要的地位.反对称的 r 阶反变张量也 
叫做外 r 次矢量，空间 AW ) 称为 F 上的外 r 次矢量空间 • 为方便 

起见，还约定 A x ( y )-= V , A \ V )-= F . 

要紧的是，外矢量有外积 运算： 两个外矢量相乘得到另一个 
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外矢量 


定义 3. 1 设 f 是外 々次矢 量， 7 是外/次矢董，命 

Afe +八彡® 7)， 


(々 + /) ! 


(3-1) 


kill 


其中是定义 2. 5所规定的反对称化算子，则是(々+《)次 
外矢量，称为外矢量$和7的 外积. 

定理 3.1 外积适合下列运算 规律： 设匕 ew ( v )， 

则有 

(1) 分 配律： 


(芒1 + 冬2) A 7 ~ A 7 + 芒 2 八7， 

芒八 (7 i + 7 2 ) = ^ A 7 i + ^ A ^2； 

(2) 反变 换律： “7=( — 1 产 7八芒； 

(3) 结 合律： (^ A 7) Ar =^ A (7 Ap . 

证明 （1) 分配律是张量积和反对称化算子的线性性质的推 

论，因此是明显的. 

(2) 因芒八 7是反对称张量，所以对任意的吒7 ( 々+/) 有 

r (吞八 7) 


芒八7 


sgnr 




k k -\- I 

k l 1 

则 sgn r = ( — 1 产.所以对任意的 i ；* 1 ，…， 

令八70* 1 ，…， 

(— 1)*^ A vCv 


1 


k 七 l 


籲 •套 


• * * 


取 


/ + 1 


« # _ 


*十/ 


ev * 有 


V 


*r(l) 


r(A+/) 




fV 


( — 1 ) 


S 


* ff*r(l> 


e b z(k) 




sgn a 


fV 


kill 




* fl^r(A+ 1) 


* <r*r(A+/> 


V(v 




( — 1 ) 


s 


* tf(l > 




sgn a * rj{ v 


9 v 


kill 


</(*+/> 


* ff (/+ i ) 




$(v 


，V 


= (- 1 严 7 八芒 W 1 ， …， t ；* 奸 ，) 
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是 + / +A 


则由定义得 


(3) 设 〆 \ 

A 7) A ( b * 1 ， 




A+/+A 




s 


sgn a 


Ck + l)lhl 

(芒 A 7)( 幻 


(是 +/+ A ) 




tf ⑴ 


，V 


m 




tfOfe +/+ l ) 




fV 




sgn a 


k\l\h\ 

^ A k ^®7i){ v 


托 7 U +/+ A ) 


* J<1) 


十 /) 


jV 


tfU+/+l> 




Kiv 


fV 


s 


sen (X 


klllhl 




<y(l) 




< r (*+ l ) 


抑+/) 




)• V( v 


V 


，V 


抑 +/+1) 


flr (*+/+ A > 




)， 


fV 


因此 


ik + / H~ h) I 

klllhl 


(彡八 7) A ?= 


八 +/+ a (芒 ® 7 ⑧ （）• (3. 2) 


同理可得 


(^ + / + A)J 

klllhl 


芒八 （7 A t )= 


($® v ®0 


A 


是 +/+A 


=(^ A 7) A 

注记 若 l 7 eV = WOO , 则由反交换律有 

疹八 7=—7 A 芒， ^ = V \ V = 0 

一般地，如果一个外积多项式含有两个相同的一次因子，则该式必 


(3. 3) 


为零 


设 h ，…，^}是 V 的一个基底，根据结合律的证明我们有 

lA r (e ti (X)… ® \)， 1 


,八 


A 


A 


r 


• ■ ■ 


n 


(3.4) 

yir 互不相同时，外矢量 A … A & ， 

1 r 


由上面的注记，只有当 
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必有重复者，故相应的 


才不是零.尤其是当 r >;^ 时，指标 

夕卜矢量必然是零. 

设芒是 r 次外矢量，用分量可表成 


，芏 r 


， 


汔 ll V 、 ® … ® 


(3 - 5) 




因为反对称化算子是线性的，所以 

$= A r $ = f® … ® 乂 ) 


= 丄矿广 


A 


A ^ 




鲁* « 


r\ 


因此，次数大于的外矢量都是零，即 

A r (V) = {0} (r >n) 

设由定理 2. 1 J 的分量关于上指标是反对称的，所以 ^ 
可表成 


(3. 6) 


S 卜、直八 

I 

r 

现在我们要证明，当 r < n 时， {' A … A \， 

构成外矢量空间 A r ( V ) 的基底.为此目的，只要证明这 


A 


(3 - 7) 




春## 


n\ 


n 


r\ (n — r) ! 


个外矢量是线性无关的.我们先导出\ A …的求值公式. 

中任意 r 个元素，则 

A d 1 , 

r 

2 sgna • <e fi ,v 


* 1 


设 


备 


V 




菁 


, A 


r ) 


，幻 


• _ • 


■ _ » 


<rCl) 


cr(r) 


* 


<o 




* r 


> 


， 




，V 


V 


♦ _ # 


〈 L〆 1 〉 


〈 c ，^ r > 


■ ■馨 


(3.8) 






• • • 


上式称为 \ A … Ae t 的求值公式.特别是 

1 r 


55 




h = det (<^；，，々>)= f r ，（3. 9) 


八〈（广 N 


并 


A 






• « ■ 


a 


其中 


1，当互不相同，且 u , 

是{〖1，…， *V} 的偶排列； 

1，当…次互不相同，且{乂， 

是{〗1，…， t} 的奇排列； 

0，其他情形 


d Jr : 

J 1 … i 




(3. 10) 


称为广义的 Kronecker 符号 

由 （3. 9) 式得到 


A ^* 1 ，…，广) 


A 


(3.11) 

故 A A … A e n ^ 0 . 对于 r<〜 如果 A … A 〜， KhO.CKw} 
线性相关，则有不全为零的数量 A 夂 eF， 使 


1， 


«搴 • 




S 


A 


八 A = 0 


(3*12) 


ai 




■ ■肇 


Ki } <-<i r ^ 


n 


不妨设其中一个不为零的数量是0、，1<乂0"<人<^假定与 
它相补的指标组是^…〈^〜，也就是说彳力， 

恰好是{1，…， n} 的一个排列•用％ A … Aq 外乘 （3. 12) 式的两 

1 w 一 r 

边，于是 


， k n 一 r } 


， jr ， k \ ， 


» • _ 


o ^：” r e 八 


A ^ A A 


A e k 


争畢參 


• • • 


士 A 


A e n 


0, 




» ^ ^ 




所以 


= 0, 


这是一个矛盾.因此 A …/\气，1<“<^.<“<7|}是线性无关 
的，它们构成 IOO 的基底_由此可见，外矢量空间 1(10 的维数 


是 


n\ 


n 


r\(n — r) I 
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n 


定义 3.2 用 TUF ) 记形式和则400是 2 M 维矢董 


空间•设 


n 


n 


r=0 

其中 reA ( V )， 纩 eW ( V ). 命6和7的外积是 

n 

芝八7 = 2^" ^ 7 




(3. 13) 


V 




j = 0 


(3. 14) 

则 400 并于外积成为一个代数,称为矢量空间 V 的外代数或 

Grassmann 代数. 

矢量空间 W ) 的基底是 {1 A ( l </<；2)，< (1</ i < ?2 < 

/2)，… ，幻 八…八 〜}• 

同样，我们有对偶空间 V 的外代数 

2 AW ”， 


£ 


r t 5 = 0 


MV *) 

空间 ) 的元素称为矢量空间 V 上的 r 次外形式，它是 V 上 
的反对称值 r 重线性函数. 

矢量空间 IOO 和 KV *) 是彼此对偶的，它们之间的配合 
< ,〉定义如下 ： 设 




r < 


n 


v l A 


A v r e A r (V), 


* 1 


A 


* r 


A 


e A r avn, 


» _ 擊 


V 




V 


则 




A v r ,v * 1 A 


〈巧 A 


* r 


A 


> = det((v a 


餐 


>).(3. 15) 

这样， #( V ) 和 #0^)的基底{&/-；\'，1<£ 1 0.<^<；|}和 

A … / W — sKAO - Orgn } 有下面的 关系： 

<^j A 


■ ■ • 


V 


争♦春 




A 


黉 


A 


Jr 


A 


e ( f € 


• • • 


e 


• • • 


=det(< e { ， 〆 〜〉） 


a 


d / 


h 


1， {力， …，办 } = { A ， … ft r ) ， 

{)1， …， 人} 9^ { A ，•••，“}， 


(3* 16) 


0 , 
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所以这两个基底恰好是彼此对偶的. 

注记在§2的 （2. 17) 式已定义过张量空间： TOO 和 

r r ( y # ) 的配合.因 woo 和 •) 分别是 tw ) 和 tw ’） 的子 

空间，故§ 2的 （2. 17) 式也诱导出 AW ) 和疋 W ) 之间的配合， 

但是这与 (3. 15) 式所定义的配合差一个因子 r !. 所以对于张量空 

_ 

间和外矢量空间分别地定义了配合，其原因是为了在各自的配合 
下彼此对偶的基底有简单的形状，避免多余的数量因子.尽管我们 
用同一个记号〈，>表示不同的配合，只要注意到所处理的是哪种 
空间，是不会产生混淆的. 

设/: V — W 是从矢量空间 V 到 W 的线性映射，则它诱导出 


外形式空间 viw *) 到 KV *) 的线性映射广， 即：设 

，对任意的 


， tve [ 命 

…，％) = ，…，/(%)) 

容易 证明广 是线性的, 并且尸 和外积运算是可交换的，因此 r 

是外代数 ) 到 MV ' ) 的同态. 

定理 3.2 设/: 是线性映射，则 尸和 外积运算是可 

交 换的. 即对于任意的味 ) 和分€ ) 有 

f * (9 A ~ f * 9 f \ f**P 

Vr + , e v ，则 

/* (9 A 0)(% ， … ， tv+5) 

= 9 !\ 必 (/(%)， …， /( tv 如 ）） 


ui ， 


(3.17) 


(3. 18) 


证明任取 




r 2 


sgn<7 •〆/(% ⑴）， … ， /(tv r ))) 


r\s 


吃 〆 （广十 j > 


必(/(〜 +1> )，… ，/( t ^ (… )）) 


2 


sgna • f*<p{v 


’ V a(r )) 


mmm 


tf ( i ) ， 


^e^Cr+ 5 > 




秦 


fV 


» ■ ■ 


^< r + l ) ， 

， v r+$ ). 


^Cr+j) 


=A 


1 ， 


所以 
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/* A 0) = /*f A 广 A 

外代数的概念最初是由 Grassmann 为了研究线性子空间而 

引进的.后来 E. Cartan 发展了外微分理论，成功地将它用于微分 

几何和微分方程的研究.至今，外代数已成为研究微分流形所不可 
缺少的有力工具.下面我们要讨论几个很有用的命题. 

定理 3. 3 矢量 


ev 线性相关的充要条件是 

八 TV = 0. 

线性相关，不妨设％可以表成 


fV 2f 

v l A 




fV 


r 


(3. 19) 


• • • 


证明 若 

xvh 的线性组合 


^1^2 » 




fV r 


Vlf 


=+ …+ a r ^ x v r 


V 


-1 ， 


因此 


v l A 


A tv-i A 


♦ •攀 


V 


= 耵 i 八 


A tv—1 A (%% + “_+ a^Vr-^ 


• • * 


若 


线性无关，则可将它们扩充成 V 的一个基底{巧, 
，％}.因为 


Vi^V 2 f 


• • « 


fV r 


， TV ，！；；•+" 


V X A 


八 tv A v r+l A 


A v n ^ o, 


• mm 




所以 


A 


A V r ^0 


• • • 


定理 3.4( Cartan 引理） 设 

矢量，使得 


， uv 是 F 中两组 


W" jVriWi 


A 

0=1 

如果，…， T ； r 线性无关，则可表成它们的线性组合 

r 

〉 J ^afi f 1 < a < 


= 0 


(3. 20) 


a 


(3, 21) 




r 


a 




并且 


(3. 22) 

证明 因为％ ，…， ％是线性无关的，所以可以将它们扩充成 

,%}•因此可以假定 


= a 和 


V 的 一 个基底 N 


•春 ■ 


， t;”tv +1 ，. 


1， 
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n 


2 〜巧 + S 


(3.23) 


a ai Vi 


XV 




a 


i. = r+l 


彡 =1 


代入 (3. 20) 式得到 


n 


2 % 八叫 + ss 


A Vi 


0 = 


a ai v 


a 


a = \ f = r +1 


of，#= 1 


2 ( a 冲 — A 


K<r<i 9 <r 


n 


+ S XI 


(3.24) 


V a A Vi 


CLai 


a= 1 i = r+1 


由于 {% } 是 A 2 GO 的 一 个基底，因此从 （3. 24) 式 


得到 


a Q p — a 洳 = 0 ， a a i = 0 


» 且 a 峭 

卢 =i 


zv 


= a^a 


a 


是 V 中 r 个线性无关的矢量， u ; 是 V 
上的外/>次矢量.则存在么，…，禽 e fHao ,使《；能表成 

=% A 必1 + … + V r f \( p r 


定理 3. 5设 


%， 


，汐 r 


(3.25) 


XV 


的充要条件是 


f \ … f \ v r f \ XV = Q 

证明 当 p + r > n 时， （3. 25) 和 （3. 26) 两式都是自动成立的 
以下假定 p + r ^ 


(3. 26) 


n 


必要性是明显的，只要证明充分性.把 
一 个基底 


扩充成 V 的 


幻1， 


fV r 


攀《 _ 


} ，则 W 可以表示成 

A A 必 1 + … + V r !\ (p r 


華奉參 


， TV ， tV+i ， 


jV 


1 ， 


n 


s 


a 


A 


(3.27) 


V 


• • • 


a l 


a 


r +1 … < 


n 


其中 A ， … ^ A p -\ V ). 代入 (3. 26) 式得到 


2 A 


A 


A 


, A 


A v a 


o 


V 


争 •奢 


V 


# • ■ 




a 






M 


(3.28) 
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.拿 


而和号后面的 A A … !\ v r A '( r + lSa ! <>••<%<«) 

正是 ^1^-00 的基 底的一 部分;所以从 (3. 28) 式得到 

f 1 5 = 0 (r + 1 < q < … 〈 a 户 :^ w ) ， 


W = Z ；! A 01 + … + V r l\ ip r . 

通常我们把 （3. 25) 式记成 w =0 (mod ( z ； i ，… » v r )). 

3. 6设以。，切《;1；:，《;:(1<0^是)是空间\^中两组矢量 

若是线性无关的，并且 




2' 八 

a= 1 


= 2^:八 w :， 

a= 1 

，斯的线性组合，而且它们也是线 


( 3 . 29 ) 


tOj 


则 都是 
性无关的. 

证明将 (3. 29) 式自乘 A 次得到 

^!(^i A wj A 




A V k /\ xv k ) = 々！ (< A 八 … /\ V k f\ W f k ). 


« # • 


(3. 30) 

因为{%，切„，1<〃<約是线性无关的，故上式左边关0.因此 {<， 

幻也线性无关(定理 3. 3 X 从 （3. 30) 式还得到 


fl ， 


^1 A wj A 


A v k f\ xv k f\ 




V 


即 {〜，《；〗， …，奶，是线性相关的，所以 < 能表成 


Vlf 




的线性 组合. 上面的结论对也成立. 

注记定理3_ 6的一个几何应用请参见 Chern S . S . ， 


斯 ，…， 


On 


a 


theorem of algebra and its geometrical application ’’，J 

Math. Soc. ， 8 ( 1944 ) ， 29 〜 36 . 


Indian 


外代数与行列式是密切相关的，如外矢量的求值公式 (3. 8 ) 就 

表现为行列式.设 


fV k €： V ，而 w \ 9 


是它们的线性组合， 


Vif 


• • « 


• * * 




即 


k 


2心 ， 


(3. 31) 


XV 


卜1 
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那么 


t\ u) k = det ( rf )^! A 


( 3 , 32 ) 

因此外矢量 ^ A …和 A … A w 只差一个行列式作为数量 


A v kJ 


A 


_ ■ « 




因子 


我们用0(々，；2)表示/2维矢量空间 F 中 A 维线性子空间//所 
构成的集合 . Gdn ) 有自然的微分结构'使成为是 (《— 々) 

维微分流形，称为 Grassmann 流形.在々=1时， G (1 ，/ 0正是 n — \ 
维射影空间 P n ~ l . 外矢量在 G (々， w ) 中给出了 Plticker-Grassmann 

坐标. 


任取设 


是张成子空间 C 的々 个线性 
无关的矢量.根据 (3. 32) 式，外矢量 ^ = vi f \ …/ \ v k 确定到差 一 个 

非零的数量因子.我们把外矢量$称为子空间//在中的 

PIiicker-Grassmann 坐标，这是射影空间中齐次坐标的推广 • 

作为例子，我们来考虑 G(2,4). 取定 F 的一个基底 {a 
a 3 ，a 4 }， 对于任意的 Z 2 GG(2,4) 可取彼此线性无关的矢量 


v x , ， v k 


1 9^29 


ZA 设 


4 




S ， 

i=l 


( 3 . 33 ) 


v 


w 


则 


V a 


A 


( 3 , 34 ) 


=V 


XjV 




i<k 


其中 = W —Vu/ •数组{/>'/<幻被 C 确定到差一个非零的 

数量因子，它正是0?( 2 ,4)中的 Plucker-Grassmann 坐标. 

因为 v f\w f\v /\加 = 0,所以 


W + /> 13 /> 42 + p u p 23 ) a x A a 2 A a 3 A a 4 = 0, 


即 />“ 应满足 Plucker 方程 


P 12 P M + p u p A2 + p u p 


23 


= 0. 


( 3 . 35 ) 


Grassmann 流形是十分重要的概念，其微分结构可见参考文献 [ 3 ] 和 [ 14 ]. 


① 
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这样，在 6 个数/中独立的变量只有4个，这正说明 
G (2,4) 的维数是 4. 反过来， Pliicker 方程 (3. 35) 也是外矢量 

E p ik ^ a 

i<k 

可分解的充分条件 ®， 因此满足 （3. 35) 式的任意一组不全为零的 
数量决定了 G (2,4) 中一个元素. 


a k 


设 


12 


工 1 + 汐 1 ，声 13 = x 2 + y , p u = 

1 一： y 1 ， p 42 = 工 2 _ y 2 ， p 22 = x 3 — y, 


+ y ， 


p 


X 


(3. 36) 


34 


P 


X 


则方程 (3. 35) 成为 

u 1 ) 2 + Cr 2 ) 2 + ( x 3 ) 2 = ( y ) 2 + ( y ) 2 + ( y ) 2 . ( 3 . 37 ) 

将，乘上适当的数量因子,可以使 (3. 37) 式为 UPCx 1 ，/，？)* 

( y，y , y ) 分别代表单位球面 s 2 czr 3 上的点.根据前面的讨论， 

(3. 36) 式给出了满映射 


5 2 X P — G (2,4)， 


(3* 38) 


7T 


而且 


— J ；)，e s 2 X S 2 , (3. 39) 

其中 一 X 表示在 S 2 上: T 的对径点.因此 PXS 2 是 G (2,4) 的二重 


7t(30 9 y) = 7t( — 


工， 


①不妨设/> 12 尹0,则 


13^24 


14^23 


34 


P 


12 


12 


P 


P 


经直接计算得到 

^p h ai A a 产 a\ f\ ip l2 a 2 + / > 13 a 3 + p u a 4 ) 


^<j 


23 




TiA A (p l2 a 2 + p l3 a^ + P n a A ) 


P 


24 




^4 A (p u a 2 + p u a 3 + p u a A ) 


P 




) 




A (/ > 12 a 2 + p xz ai 4 - p u a 4 ). 


ai — 


^3 — 


^4 


12 


12 


P 


P 


所以当条件 ( 3 . 3 5 ) 成立时，外矢量 p ^ ai 八 ~ 是可分解的 

关于 Plucker 方程的一般讨论，见参考文献 [5]. 
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复叠空 间® .因为 S 2 X * S 2 是单连通的，所以 fxs 2 是 C (2,4) 的通 
用复叠空间.故 G (2,4) 的基本群 n ( G (2,4)) 是 Z 2 . 

若用 6(2,4) 表示四维矢量空间 V 中有向的二维子空间所成 

的流形，则6(2,4)也是(；(2,4)的二重复叠空间，故§ > (2,4)与5 2 

XS 2 是同胚的. 


①关于复叠空间和基本群可 参阅： 江泽涵著 《不 动点类理论！ K 附录 A 和 B ， 科学 

出版社， 1979. 
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章外微分 


m 


§ 1张量丛 


两个流形的积（第一章§ 1) 是一个很基本的概念.例如，定义 
在流形 M 上的实函数 /( x ) 的图像 Cr ，/( x )) 就是从 A / 到积流形 
MXR 的一个 映射; 用纤维丛的语言说，这是纤维丛 MXR 的一个 
截面.纤维丛是积流形的推广.在微分几何中所研究的主要是一类 
特殊的纤维丛——矢量丛，流形上的矢量场就是某个矢量丛的截 
面.本节先讨论具体的张量丛，然后讨论一般的矢量丛. 

设 M 是 m 维光滑流形, T , 和77分别记流形 M 在点/>的切 
空间和余切空间.因此在流形 M 的每一点 p 有 ( r , s ) 型张量空间 

n 

Up) = T p ® … ®T P .®T: ® … ®T : ， 


(L 1) 


这是维的矢量空间.命 




T 


( 1 , 2 ) 




P^M 


我们要在 " H 中引进拓扑，使它成为有可数基的 Hausdorff 空间; 
进而可在: T ; 上定义 C - 微分结构，使它成为一个光滑流形.这样得 

I 

到的光滑流形在局部上可微同胚于积流形，我们把 T ; 称为流形 
M 上的0, 5 )型张量丛. 

我们首先规定一些 记法. 设 V 是 i ? 上的; w 维矢量空间.用 
GL ( V ) 记矢量空间 F 的线性自同构群.在 V 中取定一个基底&， 

…，〜>，则 V 等同于及' 我们把 V 的元素 y 记成坐标行 


(1.3) 


y 




这样 GL ( V ) 就是 
GL ( V ) 恰好是一般线性群 GLOw ; 及)•群 GLOO 在空间 V 上的作 


阶非退化矩阵的乘法群，也就是说 


X 
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用记成右作用，用矩阵表示则是 




a l 


= (y ， 


(1-4) 


， y") 


a 


y 


• « • 


a m 




其中 


det a = det 

VT 表示矢量空间 V 上的 （ ry ) 型张量空间（见第二章定义 
2.1)， 它的基底是 

i ® … ®e ir ®e* h ® … ® 1 < i a , jp ^ 


(1.5) 

这样， W 中的元素可以用分量表示.如果把 V :中的元素记成如 
(1.3) 的坐标行，必须给基底 （1.5) 中的元素以一定的次序, 例如: 
指标组，•••，&， 力， •••,),) 即为按字序排列给出的次序. 

考虑流形 M 的一个坐标域 C /， 局部坐标是 d ,•••，《'这样，在 
任意一点 peU ， T p ^ T ; 分别有彼此对偶的自然基底 




m 


3 


d 


和 {( dw 1 )”.” ， ( du m y p } 


duT f \du m 


p 


因此 T :(々) 有基底 


a 


a 


® … ® ® (如”户 ® … ® ( du Ji ) 


9 m * 1 


du 


p 


p 


p 


(1 ^ ^ m ) 


( 1 - 6 ) 


现在可以定义映射 


U XV ：^[ jT r s ( p ). 

P€U 

使得对于任意的/^^/，^^^^(声^是:^/^的元素^且 
9 u ( p , y ) 关于基底 (1.6) 的分量与: y 关于基底 (1.5) 的分量相同. 
显然，这样定义的映射 <pu 是 — * 一 对应 .. 

取 M 的一个坐标覆盖设由 （1. 7) 式定义的相应 
的映射是彳抑， 9 V , …把诸如 UXV ： 的各开子集在炉〃下的像的 


(1.7) 


<Pv 
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集合取作 r ; 的拓扑基®，这样确定的拓扑使 7 ：成为有可数基的 
Hausdorff 空间，并且每一个由 （1.7) 式定义的映射是同胚. 

固定一点则可定义映射 cpu,pz K - K (户），使得 

9u,p(y) = 9u(pfy)f y ^ V r s 

根据抑的定义，映射抑，,是矢量空间 K 到 7^(/0 的线性同构. 

若 W 是 M 的另一个包含/>的坐标域，局部坐标是 u ； 1 ， …， 


( 1 . 8 ) 


命 


guw(p) = ^Pw 

则沿 w (/>) 是矢量空间 K 的自同构 ,5 W (/>) eGL ( K ). 按照 （1. 4) 

式的规定， GL ( V :) 的元素在 K 上的作用记成右作用.因此，对于 

使 






(1.9) 


9u 


9vip 、 y、 = ftv ( 户， y) 


( 1 . 10 ) 


的充要条件是 


y r = y ^ guw(p) 

对于 M 的任意两个坐标域 f /, W ， 如果 t / f ) 研关0，则由 
(1.9) 式定义了映射 


( 1 . 11 ) 


Suwx U f] W GL(V^). 

我们要 证明： 映射价 W 是光 滑的. 不失一般性，在此只讨论 

的情形. 


( 1 . 12 ) 


1 


C = 


切空间7%和余切空间77关于局部坐标功 1 ,…，的自然 

和 {( dw 1 ),， …， （ dw 11 %} •设 y 9 y f e 


基底是 ((A) ， … ， ( 点 U 


巧，用分量表示是 


y = y^i ® e”，y = y/ei^e^ 


(1*13) 


需要驗证这样得到的集合满足拓扑基的条件.实际上，如果 unw ^ 0 f w \ 

(uH n (uH = u ^), 


① 


匕是 f/fl W 在炉 t / 下的像，也是在下的像 • 请读者补足详细的证明. 
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因此 


^ ® (dwO 
在 t/n w 上，自然基底之间有以下关系： 


户， 


(1. 14) 


p 


du 1 


dui = ^ ， 


(L 15) 


3 — dw J d 

Bu! du 1 3w J f 

其中 Juw =\^ 是局部坐标变换的 Jacobi 矩阵. 将 (1. 15) 式代 

入 (1.14) 和 （1. 10) 两式则得 


dzv ^ 


du 


dw 1 


yj = yi 


dw J 


du 


p 


p 


3 w / 


Bu 


(y • guwip)^) = yi 


(1-16) 


du 


p 


p 


若把 y 记成坐标行 (Y，34， 
m 2 Xm 2 阶非退化矩阵表示恰是 Jacobi 矩阵和它的逆矩阵的 
张量积 


，jO ，上式表明 ，& LW(/>) 用 


，: Vi ，沁 


= JXJW (x) Juy^ 


(1.17) 

因为 Jacobi 矩阵和是由？ 7 HW 上的光滑函数组 
成的，所以砍^在 u A w 上也是光滑的. 

按照 r【 的拓扑结构，{抑《/乂10，~(^^10广_}构成空间 


guw 


①矩阵 (4) 和 5=( 衫)的张量积是指分块矩阵 


afB 


A ^ B — 


B 


B 


其元素是4 • b } 
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T ： 的坐标开 覆盖; 在每一个坐标域仰; 07X0 上点仰 (Ad) 的坐 


标是 


«’（/») ，乂 1 


(1.18) 

其中V是流形 M 的坐标域 f / 上的局部坐标，是 y ^ V ： 关于 

基底 （1. 5) 的分量•当 C/flW 关0时，由于~: GL(V:) 是 

光滑的， （1. 11) 式说明上面所给出的7：的坐标覆盖是 C 00 - 相容 
的，因此： T; 成为一个光滑流形.显然，自然投影 


T ； —M 


(1.19) 

把 r ;(/>) 中的元素映到点它是光滑的满映射.光滑流形 T ： 

称为流形 M 上的 ( r , s ) 型张置丛，称为丛投影, T;(/0 称为丛 T ： 
在点/>上的纤维. 

令 r=l ，5=0,我们得到流形财上的切丛，记作: T(Af) ;令 
0^=1，得到流形 Af 上的余切丛，记作 T* (M). 按照张量丛的作 
法，可以类似地构造 M 上的外矢量丛和外形式丛，分别记作 

A r (AO = M A r (Tp ) , 


P€M 


(1.20) 


A r ( M ^ ) = |J A r ( T ；) 




设 /: M-T： 是光滑映射，如果 

/ = id ： Af M f 


7C 


O 


即对于任意的/ >6M，/(/0€T;(/>)， 则称 / 是张量丛了:的一个 
光滑的截面，或称为 Af 上的一 个(〜4 型光滑张量场.切丛的截面 
就是 M 的切矢量场，余切丛的截面称为 M 上的一次微分式.外形 
式丛 A r ( M m ) 的光滑截面叫做流形 M 上光滑的 r 次外微分式 • 

把张量丛的构造抽象化就得到一般矢量丛的概念.矢量丛和 
下一章所讨论的联络是规范场论的数学 基础. 

定义 1.1 设 £， M 是两个光滑流形， 


五是光滑满映 

射.是 g 维矢量 空间. 如果给定了 Af 的一个开覆盖 

Z, …} 及一组映射 { 抑， ❼ ，…} ，使得下列条件成立，则称 （五， 


7T 
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M ， tt ) 是流形 M 上的（实 ) g 维矢置丛，其中£称为丛空间， M 称为 

底空间^称为丛投影， v 是纤 维型： 

(1) 每一个映射抑是从 f / x 疋到 厂 W ) 的可微同胚，而且 

对任意的 ，有 


(1. 21) 


7 T 。 9 uip ^ y ^> = Pi 

(2) 对于任意固定的命 

9u ， piy、 = 9uip ， y 、 ， y € 

则 9u,p ： 杷― tt-K/O 是同胚.当 anw 关 0 时，对任意的 P^Uf] 

1^，要求 


( 1 . 22 ) 


(1. 23) 


guw ( p ) = 9 w 

是矢量空间的线性自同构，即 guv ( p ) eGLCV )； 

(3) 对于映射沿 I :厂 nW — GLOO 是光滑的. 

从条件 (2) 得到， V 中的兀素 3/ t ； 和 jViv ， 使 


fu 


?uip^yu^ = ?w(pjyw) 


(1. 24) 


成立的充要条件是 


yu • guwip) = yw9 

这里看作 gXg 阶非退化矩阵. 

对任意的命五，=«■一 K 夕），称为矢量丛£在点户上的 

纤维.设 f / 是 M 中包含/>的坐标域，则纤维型 V 的线性结构通过 

映射抑, p 可以搬到纤维仏上来，使& 敗为 q 维矢量空间.由于条 

件(2)， A 的线性结构与 f / 和％的选取是无关的(请读者自证). 

因此，在直观上可以把矢量丛丑看作诸如 C / XJ ^ O ； 是 M 的坐标 

域)的积流形沿着同一点 />6 M 上的纤维粘合起来的结果，在粘合 
时要求纤维上的线性关系保持不变. 

积流形 MXR^=E 是矢量丛最简单的例子，称为 M 上平凡的 

矢量丛，或积丛.显然，前面讲到的张量丛都是矢量丛. 

注记如果 V 是 g 维复矢量空间，则按照定义 1.1 所得的是 
流形 AT 上 9 维复矢量丛.此时, GL ( V ) 同构于 GL ~ ; C )， 纤维 


(1.25) 
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n ~\ p ) (/ >6A/) 是 7 维复矢量空间.本节所讲的内容是对实矢量 

丛展开的，在作相应的修改之后这些内容完全适用于复矢量丛. 

条件 （3) 给出的映射^ GLOO 适合下列相容条 


件: 


(1) 对于 peu^ guu (p)=id t v^v ； 

(2> 若参 0 ，则 

guwip^> # gwz^p^ • gzu(p) — id ： V 

{貧^}称为矢量丛 CE , M ，; r ) 的过渡函数族，而上述相容条件是使 
{貧_}成为过渡函数族的充分 条件. 确切地说，我们有下面的定 


理 


定理 1.1 设 M 是 m 维光滑流形，是 M 的一个开覆 
盖，V 是9维矢量空间.若对每一对指标在 
时，都指定了一个光滑映射 ⑸： t/an u 广 GL (V) ，它们适合相容 
条件 (1) 和（2)，则存在 A/ 上的 9 维矢量丛 (£,M,;r), 它以{~}为 
过渡函数族. 

定理 1. 1的详细证明可见参考文献[20,第14页].证明的想 
法是把局部积沿各纤维适当地粘起来.大意如 下：命 

U W XU a XV, 

这自然是微分流形•在£中定义等价关系 
p ， yW ， y ，）€ 互， (a，/>，：y) 〜(/?，//, y) 的充要条件是 

p = p r ^ n 且 y = y • g^(p). 

用£= 57〜记£关于等价关系〜的商空间，它也是光滑流形.用 
0，/>，：y] 记(《，/>，: y) 的“〜”等价类，投影 《■: 五 —M 定义为 

这是光滑映射 • 可以证明 (£，M， tt ) 是 M 上的 g 维矢量丛，而且它 
的过渡函数族恰是 {&»}. 

由定理可知，过渡函数族是矢量丛的核心.构造矢量丛 
只要指出它的过渡函数族就可以了. 


E 


(1.26) 




，使得对任意的 U， 


(L 27) 


(1. 28) 
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1 矢量丛 £ 的对偶 丛瓦' 

设 V * 是 V 的对偶空间，五 • 是流形 K 上以 V 为纤维型的矢 

量丛，丛投影记作沢丛五*的局部积的结构是{(仏知），（研，扣）， 

_ • 

_ _ 

( Z ， 作），… }• 如果对任意 一 点 p ^ U ^ yu ^ yw€：V 
ev 分别适合 

<Puip ^yw^> ? 如 {p ， hi) —ipwipf^w^ 


(1.29) 


时，总是有 


(1.30) 

则可定义纤维和 STH / O 之间的一个配合，使它们成为互相 
对偶的矢量空间.纤维〃 4(/0 和 STK / O 的配合定义为 

， yu) ，如（灸 ， ^u、） = (yuf^u) > 

这与 P 的选取是无关的.这时我们称矢量丛 £：* 为£的对偶丛. 

■ 

若在 y 和 v 中分别取彼此对偶的基底, y 中的元素: V 记作 
坐标行，^中的元素 A 记作坐标列，则 F 和 v •的配 合表现为矩阵 
的 乘法： 


— ( yw ^^ w ) f 


( L 31) 


〈: M > 


A 


a 32) 


y 




由 （1.29) 的第一式得 


yw — yu ^ guwip ) ， 


代入 a . 3 o ) 式得到 


= yu m guwip^ • 


yu 


所以 


— guwipy * 

如果仍把 ^ 的元素记成坐标行， GL ( F * )的元素右作用在^上， 

则五*的过渡函数是 


( L 33) 


% Suw = x gwu 


h 


(1.34) 

当五是 M 上的切丛时,其过渡函数族是由坐标变换的 
Jacobi 矩阵组成的.余切丛的过渡函数恰是的转置逆矩阵，所 
以余切丛是切丛的对偶丛. 
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矢量丛五与 公 的直和 E ㊉ E ，. 

设£和 f 都是流形 M 上的矢量丛，纤维型分别是V和V， 

过渡函数族是{你^}和命 




0 


guw 


(h 35) 


h 


0 


Suw 


则 A ㈣ 是右作用在 F ㊉ 铲上的线性自同构，且 U ^} 适合过渡函数 
族的相容条件 (1) 和 （2) .流形 M 上以 {/ itw } 为过渡函数族、以 y ㊉ 
V f 为纤维型的矢量丛称为 £与£， 的直和，记作 E @ E ', 

例3矢量丛的张量积£：@£'. 

设 ■£ 和与例2相同.命 / itAv ■是 gtw 与的张量积，即 huw 

它在 V ® 铲上的作用定义为 

(v ®v f ) • huw = (v • guw) (X) iv' • g ^), ( 1 . 36 ) 

其中显然也适合过渡函数族的相容条件.流 

形 M 上以{心^}为过渡函数族、以为纤维型的矢量丛称为 

E 与 公的 张量积，记作 E ® E \ 容易看出，流形 M 上的 ( r ， d 型张 

量丛是 r 个切丛与 s 个余切丛的张量积. 

定义 1.2 设 h M — £是光滑映射，如果 

?r 。 s — id ； M —► M 9 

则称 S 是矢量丛 (五， A / a ) 的一个光滑 截面. 我们用 r (£) 记矢量 
丛(五， M ,; r ) 的全体光滑截面的集合. 

因矢量丛的每一条纤维是与 F 同构的矢量空间，所以可逐点 
定义截面的加法和截面与实值函数的乘法.设 
是 M 上光滑的实值函数，对任意的 z ^ A /， 命 

( 5 i + 方 2 )(/>) = (/>) ~h 52(/)) 9 

( as ) ip ) = a ( p ) • s ( py , 

则^+5 2 ,«5仍然是矢量丛£的光滑截面.这就证明了 r (£) 是 

cr ( M )- 模，当然是实矢量空间. 

注记矢量丛£：的处处不为零的光滑截面是不一定存在的， 


(1. 37) 
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这种截面的存在反映了流形 M 的一定的拓扑性质. 


§2外微分 


设 M 是 m 维光滑 流形; M 上的 r 次外形式丛 

A r (M^ ) = U A r (T ；) 

P€M 

是 M 上的矢量丛•用记 r 次外形式丛 ) 的光滑截面 
所成的 空间： 


A r (M) = rU r (M # )) 

，( M ) 是一个 CT ( M )- 模. ，( M ) 的元素称为 Af 上的 r 次外微分 

式. 因此，流形 M 上的 r 次外微分式就是光滑的反对称 r 阶协变 
张量场. 


( 2 . 1 ) 


LU (77 ) 也是 A / 上的矢量丛，其 
截面空间 Z ( M ) 的元素称为 M 上的外微 分式. 显然 X ( AO 可表成 


同理，外形式丛 iioir )= 


直和 


A(M) - 


( 2 , 2 ) 


即每一个外微分式 6 T > 可以表成 


0 


+ 0； 1 + 6 t > 2 + …+ , 


(2.3) 

其中0/ 是〗 次外微分式.外形式的外积运算可以推广到外微分式 

空间 a ( m ). 设叫 ，叫 ewM ), 对任意的/ » eM ， 命 




m \ A ⑽ zip、 = ^x(p) A 如 2(/0, 

右端是指两个外形式的外积.显然叫 aA ( M ) •空间 A ( M ) 关 
于加法、数乘法和外积成为一个代数，而且是一个分次代数 

(graded algebra). 所谓“分次”的意思是, A(AO 是一列矢量空间的 
直和 (2. 2); 外积 A 给出了映射 


(2.4) 


A : A r (M) X A S (M) — >l r+5 (Af) , 
其中当 r+5>m 时，规定为零. 


(2. 5) 
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注记张量代数: TOO 和 T ( V ^ ) 关于张量积 ®， 外代数 AGO 
关于外积 A 都是分次代数. 

在局部坐标〃 1 ， …， u m 下， r 次外微分式限制在坐标域 t； 上 


可表为 


A du r y 


^ a ^ r dU，1 ^ 


( 2 . 6 ) 


■ ■ ■ 


其中 \ 


t Mu 上的光滑函并且关于下指标是反对称的. 

r 次外矢量丛 KM) 和' 次外形式丛 A r { M * ) 是对偶的.如 
§ 1例1所述， A「(AO 和 A r (AT )在同一点 p ^ M 上的纤维之间的 
配合是从 KV ) 和的配合诱导来的，因此由上一章§ 3的 

(3.16) 式得到 


d 


d 


= 


A ^r， 心 A 

au 


s 八 


八 dY 


(2.7) 


奢•奢 


• • • 


du 


所以⑴在局部坐标系 V 下的分量可表成 


a 


a 


r A 


八 e ， 


( 2 . 8 ) 


争奉《 


Bu tl 


外微分式空间 A ( M ) 之所以在流形论中十分重要，其原因是 
A(M) 中有外微分运算 d， 而且 d 作用两次为零. 

定理 2.1 设 M 是 m 维光滑流形，则存在唯一的一个映射 d: 
A ( M)—A (A0, 使得 d U r (M)> CM r+1 (M) ，并且满足下列 条件： 

(1) 对任意的 A { M ) ^d(<y 1 +o；2) =do> 1 -|-da>2 ； 

(2) 设叫是 r 次外微分式，则 

<1( 如 1 A %) = d% /\ o> 2 -j- ( — 1 ) r a>! /\ d<o 2 ； 

(3) 若 / 是 M 上的光滑函数，即 / eA ( M )， 则 d / 恰是/的 


微分 


(4) 若 /€ A°(A/)， 则 d(d/) = 0. 

■ 

如上所确定的映射 d 称为外微分. 

证明 先证： 如果外微分算子 d 是存在的，则 d 是局部的算 

子•即 ：设 如果叫 和吟在 的一个开集上是 
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相等的，则 cK 和 d % 限制在上也相等.为此，利用条件 （1) ，我 
们只需 证明： 如果 = 则(如） 1^ = 0. 任取一点利用流 

形的局部紧致性，必有包含/>的开邻域 V ，且兩是紧的，使得/ 

WCZWCZU . 由第一章§ 3引理3,在 M 上存在光滑函数 A ， 使得 

1 ， P 1 e 

0 ， p f eu 


h(p f ) 




这样，且 WeO , 因此 

dA 八 + hdco = 0, 

da>\ w = 0* 

由于 户在? 7 中的任意性，所以 dw 限制在 f / 上必为零. 

设 w 是定义在开集上的外微分式，利用第一章§ 3的引理 
3,对任意一点 /» ec /， 必有包含/>的坐标域 tACt /， 及定义在 M 上 

的外微分式趴使得 


} = ^1^ 


(2. 9) 


于是，可以定义 


( ^ a) \u l = < ^ ( °\u l 

由于外微分算子 d 的局部性,上面的定义与 G 的选择无关，因此 
da > 有确定的意义. 

现在我们在局部坐标域内证明外微分 d 的唯一性.根据条件 
(1) ，只要对单项式证明 即可. 设在坐标域 U 上, w 表为 

^ = a du l A ••• A dw r , 

其中 a 是 t ； 上的光滑函数 • d 作用于定义在 C 7 上的外微分式仍然 
满足条件 (1) 〜（4)，所以 


(2 - 10) 


(2 - 11) 


dco=da Adu 1 /\ ― A du r ®, 

其中 da 是函数 a 的微分•因此 da 限制在坐标域 f ； 上有完全确定 


( 2 * 12 ) 


①这里是用到如下的 事实： 坐标函数 v 是局部坐标域 c / 上的光滑函数，因此由 
条件 (4) 得 


dCdu*) = 0 
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的形式. 


假定 


…: 士 ’ 1 A 

1 r 


A dw 1 % 


u 


(2, 13) 




« •争 


则可定义 


d(<w|tr) = da ： 

显然 dU > U ) 是 t ； 上的 r +1 次外微分式，并且满足条件 (1) 和 （3>. 

要证明条件 (2) 成立，只需取两个单项式 

■ 

a Y = a du t} A 


\ ck 1 】A 


A du 1 


(2.14) 


■ * ■ 


A du r 9 

■ 

A du s \ 


* • « 


ct 2 = bdu Jl A 


• • # 


根据定义 （2. 14)， 则有 

dCaj A ot z ) 


= {bda + a db) A dw* 1 八…八 du r A du Jl A A ^u Js 
=(da A du 1 A •** A du r ) A Mu il A ••• A du j O 

+ ( — lYiadu 1 A *** A du r ) 

八 （dA 八 A ••• A du) s ) 

= dq 八 or 2 + ( — l) r a L A da 2 , 

所以条件 (2) 成立. 

条件 U ): 设/是 M 上的光滑函数，则限制在 f / 上有 


df 


df — 




(2. 15) 


du g 


但是/是(^的,它的高阶偏导数与次序无关，即 

a 2 / d 2 f 


(2. 16) 


所以 


a/ 


d(df) = cl 


l\ A du 1 


du d 


du 7 ^? dui A dui 
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1 a 2 / 


a 2 / 


^ du J A du' = 0 


2 \ du f 3u j du j du 


若 W 是另一个坐标域，由于外微分算子的局部性和在局部坐 
标域内的唯一性，我们有 


di<o | ^) | uf\w~ d((o \i/^) 

a 

= d ( co \ w ) I 

所以由 （ 2 . i 4) 式定义的外微分算子 d 在 an w 上是一致的，即 a 

是流形 A / 上大范围定义的算子，这就证明了满足定理条件的算子 
d 的存在性. 

定理 2. 2( Poincart 引理） d 2 = 0, 即对于任意的外微分式 w 

有 d ( do >) = 0, 

证明 因为 d 是线性算子，所以只要取是单项式就够了.由 
于外微分 d 的局部性，只需设 


(2* 17) 


(7门妒， 


= adu 1 A 


A du r f 


■ » • 


故 


dw = da A du l A 

再作一次外微分，利用条件 (2) 和 (4), 则有 

d(dce>)= d(da) A du l A 

—da A cKd^ 1 ) A 


A du 


■ • « 


A du r 


• mm 


A du r + 




= 0 


证毕, 


例 1 设妒中的笛卡儿直角坐标系是 (: ro ；^) 

(1) 若/是及 3 上的光滑函数，则 

dx + ^dy-h 

是/的梯度 grad /. 

(2) 设 a = Zdr +5 d ： y + CcU ， 其中是 i ? 3 上的光滑函 


% dz 


df 




dx 


{ a/ a/ Bf\ 

l dx 9 dy 9 dz J 


其系数构成的矢量 


数，则 


da= dA A dx + dB A dy + dC 八 d 之 
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jdy Adz - h [^-^ ) 

Jdj ： A djy ； 

若记矢量 X =( A，B , C ), 则 d « 的系数构成的矢量 

f ^ a4 _ ac 3 B _3 A S 

l By dz ’ dz dx’ dx By i 


BC _ SB 

By dz 

9B dA 


dz A 


+ 


dx 


dy 


恰是矢量场 X 的旋度 curl X . 

(3) ^ <x=Ady Adz-{-Bdz Adx+Cda: A dy, MlJ 

BA t 3B dC 

By dz 

=div Xdx A dy /\ dz 9 

其中 ( A ,5, C),div X 表示矢量场 X 的散度. 

由 Poincare 引理，立即得到场论的两个基本公式：设/是 
上的光滑函数, X 是妒上的光滑切矢量场，则 

curl (grad /) = 0, 
div (curl 幻 

定理 2. 3 设 0 是光滑流形 M 上的一次微分式, X 和 y 是 M 
上的光滑切矢量场，则 


( 


d ^= 


dx A d^y A dz 


dx 


(2.18) 


0 




d<o(X,Y) = X(Y f w) - Y{X,W) - 

证明因为 (2. 19) 式两边对于0>是线性的，所以不妨假定 


(2.19) 


是单项式 


^ = gd/ f 

其中/,发是 M 上的光滑函数.因此 

dco ^ dg A df. 

根据第二章§ 2的 (2.17) 式， （2,19) 式的左边是 

do>(X,y)== dg A d/(X,Y) 

==(d^ ® d/ — df®dg)(X 9 Y') 

(X,dg) (X ， df) 

— <y,d^> <Y,d/> 


( 2 . 20 ) 


( 2 . 21 ) 
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Xg，Yf — Xf • Yg 


( 2 . 22 ) 




因为 


< X ^> = ( X ^ gdf ) 


Xf ， 


g 




故 


r < X ^> =Yg ^ Xf ^ rg ^ 7( X /)； 


(2. 23) 


同理， 


x<y^> = x g ^Yf + g ^ xcy/> 


(2.24) 


所以 （2. 19) 式右边是 

x<y,a>> - y<x,^> - <[x,y],a>> 

Xg - Yf - Yg - Xf -^ giXiYf ) - rex/)) 

— 发 〈[ m ， d /> 

Xg ^ Yf - Yg ^ Xf 9 




(2.25) 




故 (2. 19) 式成立 


注记对于任意次的外微分式⑴，我们有下面的公 式：设 

上任意 ( r + l ) 个光滑切矢量场，则 


A r ( M),X 

dco ( X x •，U 


# ■ _ 


1， 


r+1 


S (- 1) ，+ %(<^ A 

i=l 

H S 1)HA] A 


A X t A 


A X r+1 ,^>) 


•攀 _ 


奉侓春 


1 


A X,A 

请读者自证公式 (2. 26). 

利用定理 2. 3,第一'章讲到的 r 维分布的 Frobenius 条件可改 
述为匕的对偶形式.设 {叉1，…， Xr } 是 A / 上一■个光滑的 r 维 

分布，则在任一点 是 r , 的 r 维线性子空间.命 
a ' py ^ weT ; | 使得对任意的 xeL r ( pv ^( x ， w )= Q ). 


A 


A -X"r+1 t 


(2* 26) 


• * « 


# ■ ■ 


(2.27) 

( Z /(/0) i 自然是 7 V 的 / M - r 维子空间，称为 Z / (/ >) 的零化子空 
间. 在任意一点的一个邻域内，存在 m - r 个处处线性无关的一次 
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微分式 < w r+1 ， 


它们在该邻域的每一点户张成零化子空间 

实际上，在一个邻域内分布 Z / 是由 r 个处处线性无关 

的光滑切矢量场兄，…，足张成的，因此可找到 
量场 X 

处线性无关的.设{叫 

的 一 次微分式，则在每一点 f ，(//(/>) )1 是由 
因此，在局部上分布//等价于方程组 


$ ， 


的光滑切矢 
，兄„}在该邻域内是处 
}是在该邻域内与之对偶 

张成的. 




， X m ，使得 { 兄，…， 




#攀* 


r+1 ， 


r+1 ， 


， 0 > r ， 叫 +i ， 




m 


OJ r+1 , ••• jCO 


m 


+ 1 ^ 5 ^ 


= 0, 

上述方程组常称为 Pfaff 方程组. 

由 （2. 19) 式得到 
dw s {X a9 X^) 


(2.28) 


(O 


r 


s 


X a (x 译， <o s ) — x 乒 (x a ， <o $ ) — ( \^x af Xfi2 9 <o s ) 

—— ([_X ay Xp~\,co s ). 

因此，分布 L r = { Xi ， … ， X r } 适合 Frobenius 条件，即 

[U 5 ] 6 //， 1 ^ ^ r 




(2. 29) 


的充分必要条件是 

d 叫= 0，1 T ， 

我们要证明， （2. 30) 式等价于 

d(o $ = 0 (mod(o> r 


+ 1 ^ 5 ^ m. (2. 30) 


，叫 《)) ， 


H- 1 ^ 5 ^ 


(2. 31) 


+1， 


m 


* 


实际上， do ;, 可以用叫 ( l « m ) 表示，设 


m 


= 2] 也 A % + 

*=，，+1 < r , 

其中 么是 一次微分式，是光 滑函数，且 关于下指标是反对称 
的.因为 


5 


八％， 


(2. 32) 


a 




a 


卢 =1 


(X i 9 <Oj) = 

所以将 ( 2 . 32 )式代入 (2. 30) 式便得 

= 0， 1 r + 


S 


a 
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d(o $ = ^ <p a f\ 


( 2 . 33 ) 


岣， 


/ —r+1 


这就是 （2. 31) 式,我们把 （2. 31) 式称为 Pfaff 方程组（2_ 28) 所适 

合的 


条件 


Frobenius 


若存在局部坐标系 V ，使子流形 


+ 1 

适合 Pfaff 方程组 (2. 28), 则称 （2. 28) 是完全可积的.这样，如果 
Pfaff 方程组 （2. 28) 是完全可积的，则 f 在局部坐标系 V ，使该方 
程组等价于 


(2.34) 


u s = const f 


du s = 0, 


+ 1^5^ 


(2, 35) 

张成的.反过来也对. 


a 


a 


这时分布厂恰好是切矢量场 

因此第一章的 Frobenius 定理可以改述为 

Pfaff 方程组 


du 1 9 f du 


定理 


■ 


0 ， 1 < a < r ， 


(2. 36) 






完全可积的充要条件是 


dco a = 0 (modOi ，…，叫 ）） ， 1 ^ a ^ 

例2 设在及 3 上的全微分方程 

O = Pdx + Qdy + Rdz = 0 , 

其中 尸， <3, 及是 及 3 上的光滑函数 .（2. 38) 是完全可积的意思是 

在每个充分小的邻域内存在光滑函数 / T ， 使得 


(2.37) 


(2.38) 


F = const 


是 (2. 38) 的初积分,根据定理 2. 4, （2. 38) 式是完全可积的充要条 


件是 


df} /\ O = 0 j 


dR 8 Q 

By dz 


^( f-g 


dQ dP 


P 


— 0 


dx 


dy 


(2. 39) 
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换言之，上式是方程 （2. 38) 有积分因子的充要条件. 

要指出的是， Frobenins 定理是“局部”的定理，它描述的是 

Pfaff 方程组在一点的邻域内的解的性状.但是从这个“局部”定理 
出发，可研究大范围的积分流形.为此，需要在 M 上引进新的拓 
扑：设//是 Af 上的 r 维分布，适合 Frobenius 条件.若把1/的积 

分流形的并集定义为 M 的“开集”，则全体这种“开集”构成 M 的 
一 个拓扑 O . 


定理 


设厂是流形 M 上适合 Frobenius 条件的光滑的 r 

维分布，则过每一点 />€ M ， 存在的极大积分流形《(/>)，而 U 

的任意一个过点/>的积分流形关于拓扑 O 是 Y (/0的开子流形. 

定理中所谓极大积分流形是指它不是另一个积分流形的真子 
集.详细的讨论可见参考文献[9,第92页]. 


# 


设/: M ^ N 是从光滑流形 M 到 7 V 的光滑映射，则它诱导出 
外微分式空间之间的线性映射 


实际上，/在每一点 /> eM 诱导出切映射 /* 


TapAN ), 而映 射广： AW )— A ( M ) 在各齐次部分上定义 如下： 

若 y ? e ^ r OV ) < Xl >， 则 /7 eA r ( A /), 使得对 M 上任意 r 个 
光滑切矢量场 X ”…， 


尸队 ，…， x r 、 = /?(/*不， 

若则命 


,/*x r ) 


(2.40) 


/*/? = /? 。/6 A °( M ) 

根据第二章定理 3 . 2, 映射广 与外积是可交换的，即对任意 

的仿， 7 Gi 4( AO , 有 


(2.41) 




广 O 八 7) = /* 如八/、 . 

诱导映射 /* 的重要性还在于它与外微分 d 是可交换的. 

定理 2. 6 设/: A /— 是从光滑流形 M 到 iV 的光滑映射, 
则诱导映射 /* : A ( A 0— AOVf ) 和外微分 d 是可交换的，即 

d 。广： A(N) ACM) 


(2.42) 


d 




(2, 43) 
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或者说有下述交换图表 


d 


A ( N ) 


A ( N ) 


、广 


A 

r 


d 


A ( M ') 


A ( M ) 

证明 由于 r 和 d 都是线性的，所以只要考虑 (2. 43) 式两边 
对单项式的作用. 

首先，设夕是 N 上的光滑函数，即 fieA 0 CN ). 任取 M 上的光 
滑切矢量场 X ，则由 （2. 40) 式得 

(/ M ^)( X )= d /3(/* X ) 

= X(fiof) - (d(/* 卢 ) ） 00 ， 


所以 


/* (dfi) = d W). 

其次，设其中 u ， v 是 N 上的光滑函数，则 

/* (d^)= /* (d« A dv) — /*dw A f'dv 

=d(/*w) A d(/*v) = d(/*y 9 ). 

现在假定 (2_ 43) 式对次数 </• 的外微分式成立，要证明它对 r 
次外微分式也 成立.设卢是 r 次单项式,，写作 

夕 = A a 卢2， 

其中 A 是 w 上的一次微分式，爲是 7 V 上的 r — 1次外微分式，则 
由归纳假设得到 


d 。/*(見 A A) 

-clC/*/?, A /*A) 

d(/"A) A f • 心一 A d(/*y? 2 ) 
=/• (aA A A) - /* (A A dfi 2 ) 

=/* 。 d(^ A /? 2 ). 




证毕. 
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§3 外微分式的积分 


把流形的局部性质和整体性质联系起来的最简单方式是外微 
分式在流形上的积分.要定义积分的概念，需要一些准备知识. 

定义 3. 1 m 维光滑流形 A / 称为可 定向的 ，如果在 AT 上存在 
一个连续的、处处不为零的/«次外微分式.如果在 M 上给定了这 
样一个外微分式 A 则称 M 是定向的.如果给出 M 的定向的两个 
外微分式彼此差一个处处为正的函数因子，则称它们规定了 M 的 
同一个定向. 

连通的可定向流形恰有两个不同的定向.因为如果0；和 o / 是 
给出 M 的定向的两个 m 次外微分式，则存在 M 上的连续函数/， 


使 


’ = f 出， 


(3. 1) 

其中/处处不为零.由于 A / 是连通流形，/在 M 上必须保持同一 
个符号，因此 o / 给出的定向或者与—致，或者与一—致. 

设流形 Af 是由外微分式 o ) 定 向的， 设 ((/ W ) 是 Af 的任意一 
个局部坐标系，则 da 1 A … A cUT 与差一个处处不为零的因 

子.如果如 1 A … AdtT 与差一个正因子，则称07 V )是与 M 

的定向相符的坐 标系. 显然在定向流形上可取定向相符的坐标覆 
盖，对于任意两个相交的坐标域，坐标变换的 Jacobi 行列式处处 
取正值.反过来，利用下面要讲的单位分解定理可以 证明： 如果流 
形 M 上存在一个容许的坐标覆盖，对其中任意两个相交的坐标 

域，坐标变换的 Jacobi 行列式处处取正值，则 A / 是可定向的(请读 
者补充证明). 


定义 


设/: M 


是 M 上的实函数，函数/的支集 
(support set 〉 是指使/取非零值 的点集的闭包，记作 


supp/-= {p\ 6 M ， /(/>) 关 0} 


(3.2) 


若炉是外微分式，则^的支集是 
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supp <P= ip\ 6 M,qKp) ^ 0} 

很明显，支集 supp ?> 的补集恰是 Af 中使 < p = 0 的最大开子集. 
定义 3. 3 设為是 M 的一个开覆盖.如果 M 的任意一个紧 
致子集只与為中有限多个成员相交，则称 為是 M 的局部有限开 


(3.3) 




定理 3.1 设2是流形 Af 的一个拓扑基，则存在2的一个子 
集為，它是 m 的局部有限开覆盖. 

证明 根据流形的定义, Af 是局部紧致的.已假定流形 M 满 
足第二可数公理，因此存在 M 的一个可数开覆盖 { t /,}, 使得其中 

每一个 K 的闭包 G 是紧致的.记 


U 匕， 


尸, 


(3.4) 




K r </ 


则八是紧致的，八〔尸^，并且 y p t = m . 现在要构造另外一串紧 
致集 a ，使它们满足条件 1 


尸，匚 Q , 匚 Q , +1 ， 


(3. 5) 


其中 Q , +1 表示0, +1 的内部. 

用归纳法，假定 A ，…， Q , 已造岀 • 因为 Q , 11尸, +1 是紧致的，所 

以在{%}中存在有限多个成员它们构成 <3,1»叉 +1 的 
覆盖.命 


a +1 = U 已， 


(3.6) 


1^ « 


则0, +1 满足条件 (3, 5). 首先 Q , +1 是紧致的， />, +1 C ： a +1 . 另夕卜 


Qi(Z [J U 0 dQ 


f + 1 


K IT ^5 


显然， [jQ t =M. 

现在命(图 9) 


A = Q , — Qh ， K { = Q t 


— Q , 


(3.7) 

其中 l « + oo , 且规定 Q _ 1= Q G = 0 •这样二是紧致集 ，兄 是开 


-1 ， 
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集，并且厶匚 / c ,. 

根据假定，之是 M 的拓扑基，因此尺,可以表成芝中一些成员 
的 并集. 由于厶的紧致性，厶 CA ：:， 所以对每一个纟，在三中存在有 
限多个成员^°,1< « < r ,, 使得 

A c= U y ： 0 C= K, 


(3.8) 


K o <r- 


因为，所以 

J = 1 


么 = { V : )，1 ^ ^ ^ 1 1 ^ /〈+ °°} 


(3. 9) 


是2的子覆盖. 

我们要证明厶是局部有限的.设4是任意一个紧致集，由 
<3. 4) 式可知必有充分大的整数/,使 ACZRCza . •当 + 2 时 


Kk = Qjh-i — Qk-z Cl Qk 


— Qi 9 


+1 


^ K k f ] Qi ^ 0 . 因此 


k ^ t +2, 


(3. 10) 


即2。中与 Z 相交的成员至多是有限多个. 

定理 3. 2( 单位分解定理） 设2是光滑流形 M 的一个开覆 
盖，则在 M 上存在一族光滑函数{办},满足下列 条件： 

(1) 对每一个《，0<办<1，支集 8 叩？办是紧致的，并且有开 

集 6 使 supp gaCIWi ； 
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(2) 每一点有一邻域 t /， 它只与有限多个支集 supp 片 


相交; 


V ■■ 飞 

⑶ 2 犮 《=1 


由于条件 (2), 在任意一点 /> eA /， 条件 (3) 左边只有有限多项 

不为零，故和式是有意义的.函数族 {&} 称为从属于开覆盖2的单 
位分解. 


证明因为 M 是流形，所以存在 M 的拓扑基^0= {R} ,使其 

中每一个 C/ a 是坐标域，已是紧致的，并且存在厶使 t/aC 

由定理 3. 1，2。有局部有限的子覆盖，所以不妨假定為本身 
是 M 的局部有限开覆盖，并且有可数多个成员.用归纳法不难证 
明，:中每个成员 R 稍作收缩得到可使 tc ： t ；„， 且仍构 
成 M 的开覆盖®. 

根据第一章§ 3引理3,在 M 上存在光滑函数， 


并且 


1 ， P G Vaf 

0 ， P u a . 

显然 supp h „[ u a , 任意一点都有一个邻域 t /, 使^7是紧致 
的； 由于為的局部有限性; G 只与之。中有限多个成员相交，和式 

中只有有限多项不是零，所以 ^ ha 是定义在 M 上 
的光滑 函数. 因为构成 M 的覆盖，所以^户必落在某个 V 。 

内，即 / K /0>1 .命 


h a { p ) = 


(3. 11) 


= hjh ， 


(3. 12) 


g 


W 也是紧致的，故有有限多个坐标域》^1 ，使且 （J W s 

S=] 

r 

\ Jw s 即可 _ 

j =1 


①收缩的方法如下: 


- w 是包含在 K 内的 闭集; 因已紧 


致， A / — 




M — 只要命 
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则&是 M 上的光滑函数.容易验证，函数族 {&} 适合定理的条 


件. 


有了上述准备，我们可以着手定义外微分式在流形 M 上的积 
分.设 Af 是 m 维定向的光滑流形，^是 A/ 上的 w 次外微分式，且 
有紧致的支集 supp <p, 任取 Af 的一个定向相符的坐标覆盖 2 = 

}，设是从属于: S 的单位分解，则 




2 ( ☆•妗 

a 

显然，支集 supp(A • 史 )(Zsupp 心包含在某个坐标域％七2内, 
所以可以定义 


(3. 13) 


9 = 


9 




j 


(3. 14) 


• 9 = 


<h 


g 


右端理解为普通的 Ri 


积分 ，即： 如果 p 关于中的坐 


emann 


标系鉍 1 ， 


表为 


则 (3. 14) 式右端的积分就是 


A du r % 


# « ■ 


f(u l ， 


f u m )du l ^du 


(3. 15) 


• » * 


要说明 （ 3 .1 4 ) 式是有意义的，只需证明右端与的选择无 
关.不妨设 supp (办 • 的同时包含在坐标域和内，设它们的 
定向相符的局部坐标分别是 M* 和〃*，则坐标变换的 Jacobi 行列式 

(3. 16) 


以 !； 1 ，… 〆 ) 


> 0 


… jU m ) 


假定心 • f 在 M 和％内的表式分别是 

9 = /dM 1 八 … 八 dw 


fdv 1 A — A dv m 9 (3.17) 


ga 




则 


/=/' •/=/'• j J |， 


(3. 18) 

S supp /=supp supp. ^CZWiDWj. 根据 Riemann 积分 

的变量替换公式，我们有 
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/’ dz ; 1 … dh /" = 


f - \J\ - ck 1 … dw m 






fdu l ^^ du m ^ 




m 


( 3 , 19 ) 


g a • 9 = 


ga • 9. 


因为 p 的支集 suppp 是紧致的，根据单位分解定理的条件 
(2)， suppf 只与有限多个支集 supp g a 相交，因此 (3.13) 式的右端 
只是有限多项的和.命 


( 3 . 20 ) 


9 = 


ga * ^ 

_ 

对于每一个从属于乏的单位分解 {☆} , (3. 20) 式右边是完全确定 
的.下面要证明 （3. 20) 式与单位分解{仏}的选取无关. 

假设 { A } 是从属于2的另一个单位分解，则 

go * g'a * ? 


Sj^；^=ESj 

a J 


g * 9 


ga * ^ 

I 

定义 3. 4 设 M 是 m 维定向的光滑流形 # 是 Af 上有紧致支 

集的 m 次外微分式. 

f 在 Af 上的 积分. 

苦 9,9\，9 z 都是 M 上有紧致支集的 m 次外微分式，则 

有紧致 支集; 对任意的实数 c ， 呼也有紧致 支集. 根据积分的定义 
显然有 


由 （3. 20) 式所定义的数值 j * 


史称为外微分式 


(9 i + %) 


屮 1 + 92, 




( 3 . 21 ) 


€<p = C\ <p 
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因此积分是 M 上有紧致支集的 m 次外微分式的集合上的线性 


函数. 


若 suppp 恰好落在一个坐标域 t ； 内，且 G 的定向相符的局部 
坐标是 V ，则9可表成 


而 I 正好是普通的 Riemann 积分 


A du m , 


(3. 22) 


9 




* • • 


fdu lm9m du 

可见，定义 3. 4是 Riemann 积分的推广. 

若炉是 r<Cm 次外微分式，且有紧致支集 supp p ，则可定义 <p 

在 M 的 r 维子流形上的积分.设 


(3* 23) 


(p = 


h, N — M 


(3. 24) 

是 Af 的 r 维嵌入子流形，则 A * 是 r 维光滑流形 W 上的 r 次外微 
分式，且有紧致的支集，故积分 

流形 MAO 上的积分定义为 


是有定义的.我们把 f 在子 


h 


(3. 25) 


(p = 


9 


HN) 


§ 4 Stokes 公式 

i 

个区域上的积分和它边界上的积分之间的联系，是微积分 
学的最基本的 命题. 先看几个例子. 

例1设是 J ? 1 中的一个闭区间，/是 D 上的连续 

可微函数，则有微积分学的基本公式 

■ 

d/ ~ /W - /(a). 

的有向边界 {6} — U } ,则上式右端记成 j * 

]2设乃是及 2 中一个有界区域，其定向与妒的一致.用 




( 4 * 1 ) 


我们用 a /) 记 /) 
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3 D 记 Z) 的有向边界，其定向由 £> 所诱导 ，即： az ) 的正向与指向 
D 内部的法矢量构成与及 2 的定向一致的标架（见图 10 ) • 设 P.Q 
是 Z) 上的连续可微函数，则有 Green 公式 

Bx By 


j dxdy 


Pdx + Qdy — 


( 4 . 2 ) 




dD 


D 


10 


若命 a) = Pda: + Qdy ♦ 


S- 鼕卜 Ad )， 


d 


因此 ( 4 . 2 ) 式可改写成 


d 


( 4 . 3 ) 

3 设是及 3 中的有界区域，其定向与及 3 — 致，以外法线 

I 

方向为正向诱导出边界 3 D 的定向 • 设 P ， Q ， R 分别是 Z ) 上的连 
续可微函数，则 Gauss 公式说 


CO = 


D 


9D 


Pdydz + Qdzdx + Rdxdy 


BD 


^ -L §3 I ^ 

dx dy dz 


j dxdydz , 


( 4 . 4 ) 


D 


或记成 
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(4.5) 


df ， 


(p = 


其中 ( p ~ P(\y /\ ^ z-\-Qdz A dr + i?dr 八 d _ y . 

例 4 设 2 是及 3 中一块有向曲面，其边界 aS 是有向闭曲线， 

而且 a 五 的正向与 x 的正向法矢量符合右手法则(假定及 3 以右手 
系为正定向）.设 P ， Q ， R 是在包含乏在内的一个区域上的连续可 
微的函数，则有 Stokes 公式 


Fd^r + Qdy + Rdz 

dR dQ\ A a 

— ^dz J 

(g-gj^dx+lg-g)^ 

<o= Pdo: + + Rdz^ 


rv> / 


a )， 


+ 


(4. 6) 


若记 


则上式可写成 


d<o 


(4.7) 


由此可见，上面四个公式用外微分记号具有统一的形式.本节 
要讲的 Stokes 公式是上述公式在流形上的推广.我们先解释一些 
必要的概念. 

定义 4.1 设 M 是 m 维光滑流形.所 谓带边区域 /) 是指流形 
A / 的一个子集，其中的点分为两类 ： （1) 内点 ，即在 M 中有该点 
的一个邻域包含在 D 内 “2) 边界点 ，其定 义是： 设/>是边界点， 
则/>有一个坐标系 ( W ), 使得 V (/0=0, 并且 


^ n £> = {^1 6 u 9 u m (q) > 0 } 

具有上述性质的坐标系 07 ; V ) 称为边界点/>的适用 ( adapted ) 坐 


(4. 8) 


标系 


带边区域£>的边界点的集合称为 Z ) 的边界，记作凡 

定理 4. 1带边区域 Z ) 的边界 i ? 是正则嵌入的闭子流形.如 
果 M 是可定向流形，则 B 也是可定向的. 
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证明区域 D 的边界 B 显然是 M 的闭子集.设 a/〆) 是点户 
e 召的适用坐标域，则 


U n 丑={穿丨 € U } U m ( q ) — 0}. 

根据定义(第一章§ 3) ,B 是 M 的正则嵌入的闭子流形， 

假定 M 是定向流形，对于任意一点选取与 Af 的定向相 
符的适用坐标域07;«0,则(V,…，，力是五在点/>的局部坐标 

系•以 


(4.9) 


(- lTdu 1 A 


A du m " 1 

给出边界 s 在点/»的坐标域 c/nB 上的 定向. 我们要证明，如此 
给出的坐标域的定向是彼此相容的.设是边界点/>的另一 
个与 M 的定向相符的适用坐标域，则 


(4.10) 




a<v， 


jV 


> 0 


(4.11) 


Ww 1 ， … ， w M ) 


若设，=广0^ 

的符号与 f 相同，并且当 u m = 0 时,= 所以在夕点|^>0.不 

OU 

失普遍性，可设则 (4. 11) 式成为 


，W) ，则对于任意固定的V，…, 


，变量 v 


/ 


div 1 


) 


fV 


> 0 


(4.12) 


S ( u l 9 


^ m ~ l ) 




这说明 


(— DIm 1 A … Adw 1 *— 1 和 （一lFdt； 1 A … Acb w 一 1 

在上给出的定向是一致的，因此 B 是可定向的. 

由 （4.10) 式给出的边界 B 的定向称为定向流形 M 的带边区 

域 D 在其边界 B 上诱导的定向，则有诱导定向的边界万记作 

dD - 容易验证，前面 4 个例子中 az> 和 as 的定向恰是按这种方式 
诱导的. 


定理 4 . 2 (Stokes 公式）设 D 是 m 维定向流形 Af 中的带边 
区域，0是 M 上有紧致支集的 m - i 次外微分式，则 


J 


dco 


(4.13) 
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若 ai>= 0 ， 则规定右边的积分是零. 

证明设 { R} 是 M 的定向相符的坐标覆盖， {&} 是从属的单 
位分解，则 


a 

因为支集 suppco 是紧致的，所以上式右边只是有限项 的和. 于是 


( 4 . 14 ) 


dcu = 


d iga * ^， 


( 4 * 15 ) 




g 


这说明只要对每一个 〃 证明 

d(g a * Oj) 

就够了.因此不妨假定支集 supp ( O 包含在 M 的一个定向相符的 
坐标域 (C/ ;«•) 内•设的表式是 

m 

(— 1) 广 1 “ydw 1 八 

其中 a , 是 f/i 的光滑函数，则 


I 


( 4 . 16 ) 


ga 




A du j A - A du m f ( 4 . 17 ) 


• • ft 


^ 3 a j ' 

、長 i W j 


d<o = 


d 鉍 1 A 


A du m 


( 4 . 18 ) 


■ _ • 


下面分两种 情形： 

情形 1 : 若 C/naD= 0 ， 则（ 4 . 13 )式右端为零.这时，^/或者 
包含在 M — D 内，或者包含在的内部.对于前者， （ 4 . 13 ) 式左端 
自然是零.对于后者则有 


B dul " ，dum 


dxw = 


( 4 . 19 ) 

考虑及 m 中的一个方体 C: k 1 |<A：， 1 <!<W ， 使得包含在 c 

内.将函数心延拓到 C 上,命它在 y 外的取值为零.显然 a , 在(: 
内是连续可微的.因此 


B dul "' du 


da 


I 






du J 
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+ 尺 9/7 ■ \ 

'^ L ： du j du lmmm du^~ x du^ 1 * mm du 

au J ' 


m 


-K 


\u\^K 


(4. 20) 




最后的积分为零是因为 


+ K 


咖 1 ，… 

— aj ( u l ， 


，“卜 W +1 ， 




參 » ■ 


-K 


f>l 


，汉广 1 ， — K ， u J 


r» 


事 ■參 


9U 


(4.21) 

蜻形 2: 若不妨设 t / 是与 M 的定向相符的适用 
坐标域，即有 


= 0. 


U f\ D = {q \ ^ U jU m (q) > 0} , 


(4. 22) 


且 


t/ f| a/) = {q\ ^ u 9 u m (q) = 0} 


(4. 23) 


在坐标空间中取一个方体 


c ： W \ <尺 ，1 o <，< 尺. 

当尺充分大时， C / flD 落在 C 的内部与边界 u m = 0 的并集内.对 

心作如同情形1的延拓，则 (4. 13) 式右边成为 




60 = 


CO 


8D 


un^D 


m 


2(- I ))- 1 - 


a/iu 1 A A du j ~ l A du 汁 1 /[ 


A du 


m 


• * 争 


Uf]^D 


I 


(一 ir 一 


du l A 


A dW— 1 




a 


« _ • 


m 


Vfi^D 




( 鉍 1 , 


^COdM 1 … d«T — 、 


m — 




a 


(4, 24) 




u 


« ♦ * 




其中第三个等号是因为在 yfiai ) 上 df = o , 最后一个等号已考 
虑到 A / 在 az > 上的诱导定向. 

(4 - 13) 式的左边是 
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m 




A du f \ (4. 25) 


A 


do )= 


dco = 


參 • ■ 


3 u J 




D 


DQU 


但是对于1， 


dai 


A d^ m 


d 以 1 A 


_ # # 


dui 


Df]t T 




da, 


dw 1 … de/J—M “ 计 1 •••(!“ 


m 


du J 


-K 


W\<K 


m 


0^u m ^K 


= 0 , 

因而 （4. 25) 式中只含一项 


da 


m 


A 


A du 


m 


■ « ■ 


du 


Uf]D 


(‘ （ M 1 ，… 9 U m ~ l jK ) 




f^ttt 


miu\ 


—^O ))^ 1 … CUT — 1 


m 


— U 


fU 


a m 

_ 


(u l ， 


— … diT 一 1 


(4.26) 


fU 






\u\<K 

i 夺 m 


所以 （4. 13) 式成立，定理得证. 

注记在实际应用中，经常遇到的闭区域 d 是紧致的，所以 
不必假定 m -1 次外微分式有紧致的支集，而 Stokes 公式仍旧成 


立. 


Stokes 公式在物理学、力学及偏微分方程、微分几何学中有 

十分重要的应用.积分对于积分区域也有可加性，进而可定义外微 
分式在奇异链 ① (Singular Chain ) 上的积分.把积分看作外微分式 

和积分区域的一个配合，则每一个外微分式相当于流形 M 上的一 

个奇异上链 （Singular Cochain), 而 Stokes 公式正说明了边缘算 


①可参见参考文献 [18]. 
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fa 和上边缘算子 d 之间的对偶关系.若记 


dco ^ 


， (D,d(v) 


(3Z)，aO 


( 4 . 27 ) 


BD 


贝 lj Stokes 公式成为 


(dD ， co) = (D , do；). 

现在把 W(M) 看作上 链群， d: yr +1 (M) 是上边缘算 

子，且 d 。 d = 0 (Poincare 引理） .记 

Z r (M,R) = {oj| e A r (M )， 且 d 

B r {M,R) = {o>| e d r (M )， 且存在卢 e A r —UM )， 使 d/? 


( 4 - 28 ) 


0}， 




(4. 29) 

则 Z r ( M ， lO 是同态 d : A r ( M )—， +1 ( M ) 的核， iT ( Af ，/?) 是同态 
d : ，一 \ M )—， ( M ) 的像 Z 「 ( A / ， 及) 的元素称为闭微分式， 

i ?) 的元素称为恰当 ( exact ) 微分式. Poincare 引理断言 

B r {M,R') dZ r {M,R') 

但是，闭微分式未必是恰 当的. 下面叙述的 de Rham 定理表 

明，要 M 上任意一个闭微分式是恰当的，流形本身必须具有一 
定的拓扑性质. 

定义 4. 2 商空间 


(4. 30) 


称为流形 M 的第 r 个 de Rham 上同调群. 

定理 4 . 3 (de Rham 定理）设 M 是紧致的光滑流形，则第 
个 de Rham 上同调群和 M 的第 r 个同调群同构.若记 

dim H r ( M f R ) = b r . 


(4. 31) 


则乂就是 Af 的第 r 个 Betti 数. 

作为推论可知，如果 A / 的第 r 个 Betti 数是零，则 M 上任意 
的 r 次闭微分式都是恰当的.特别是，如果 Af 的所有 Betti 数都是 
零，则 M 上任意的闭微分式都是恰当的. 

de Rham 群 ( Af , 及）是由于流形的微分构造产生的，而 
Betti 数却纯粹是流形的拓扑不变量，所以 de Rham 定理建立了 
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流形的局部性质和整体性质之间的联系 .de Rham 定理的一个最 
简单的证明要用到层 （sheaf) 的概念.初等的详细的证明可参阅参 

考文献[18,第161页]. 

最后我们从同调论的角度看定理 2. 6. 任意一个光滑映射 
/: M ~*~ N 诱导出同态 


/*： A r {N)~* A r {M), 

它与上边缘算子 d 是可交换的 • 这样的映射广称为链映射.若 

⑴€2\以，及），贝 !] 


d(/^) = f^(dco) 

所以广 0>eZ r (Af， 及），尸是从 Z r W，i?^Z r (M，/?) 的同态.同理， 
广也给出了从及）到及 "( M， 及）的同态，因此 /* 诱导出 

Rham 群之间的同态： 


0, 


de 


f* :: H r (N jR^) H r (M ， R 、 . 

作为定理 2. 6 的推论，我 们有： 若 f : M—JV 是从光滑流形 A/ 到 

N 的光滑映射，则它诱导出从 de Rham 上同调群 H r ( N , R )3 ^i 

/ TO /, 及）的同态 /*• 
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络 


第四章 


要对矢量丛的截面——流形上的矢量场进行微分，必须在矢 
量丛上引进称为“联络”的结构.仿射联络就是加在微分流形上、为 
使我们能对张量场进行“微分”的结构.我们先介绍矢量丛上联络 
的一般理论. 


§1矢量丛上的联络 


在第三章§ 1已经叙述过矢量丛和截面等概念.设£是流形 
M 上一个 g 维实矢量丛, r (丑)是矢量丛£：在流形 M 上的光滑截 
面的集合.厂(五)是实矢量空间，也是 C °°( M )- 模. 

定义 1.1 矢 量丛五 上的联络是一个映射 

d ： r (£) —rcr ( m )®£)， 


(L 1) 


它满足下列 条件： 

( i ) 对任意的 h ， s 2 er (£) 有 


D(s x -h 5 2 ) = Ds x + D5 2 ； 


( 2 ) 对 ； er (£) 及任意的 aec °°( M),w 

T)(as) = da (^) 5 + aDs . 

若 X 是 M 上光滑的切矢量场 ， s € 厂(£)，命 

Dx s = (X ，Ds〉 ， 


( 1 . 2 ) 


其中记号〈，>是指 7’( A 0 和 TV ( M ) 之间的配合，则 Dw 是 五的截 
面，称为截面5沿切矢量场 X 的绝对微商. 

注记1命《= —1,则由联络的条件 (2) 得到 

D (—.0 


— D 5, 


(1-3) 

所以 D 把零截面映到零截面 . D 是从 r (幻到 rcr * ( ao ®£) 的 
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线性算子. 

注记2 D 是作用在£的截面上的算子，但是它具有局部性. 

即： 如果&和是五的两个截面，而和&限制在 M 的一个开 

集 U 上是相同的，则 D Sl 和1> 2 限制在 U 上也相同.证明的方法 

类似于证明外微分算子 d 的局部性(第三章定理 2. 1). 利用 D 是 

线性算子的性质，只要 证明： 如果截面 ser (£) 限制在开集 f / C = 
M 上是零，则 = 

为此目的，任取一点户 ec /， 则有开集 V ,使 vcz 7 c = f / •由 
第一章§ 3 引理3,在 M 上存在光滑函数 A ， 使得 

1 ，夕 ， ev, 

0 ， pH 

因此 hs 是 E 的零截面.由注记1及联络的条件 (2) 得到 


h ( p r ) = 


0 == D ( hs ) = dA (X) 5 + hDs ， 


因为在 V 上 dA = 0, 所以 


Ds ( p ) = 0. 

由于户在 C 7 内的任意性，所以 r ^| t ；= o . 

利用 D 的局部性，可以把 D 定义为作用在局部截面上的算 
子•设 S 是定义在开集 t / CM 上的截面，利用第一章§ 3引理3,则 

对任意一点 peu 必有 E 的截面？，使得？和 5 在点户 的一个邻域 
上是一致的.命 


Ds ( p ) — D ? (/>) ， 


〜 (1.4) 

因为 D ? 在# 点附近的值与？ 的埠 取无关，因此 D 5 是在 C / 上完全 
确定的截面. 


注记3根据 （1. 2) 式可知， D 作为二元映射是从尸(了(於)) 
xra ) 到厂(五)的算子，它满足下列条 件：设 是从的任意 

两个光滑切矢量场，是五的截面,则有 

(1) D x 

⑵0^5 = ^0^5； 


D^5 + Dy5 


£H 

,1 _ 


〈 3) Dx(^i +5 2 ) ~Dx^i S 2 i 
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(4) T > x ( o £ s ) = ( Xa ) s -\- aDxs . 

这 4 个条件是绝对微商的定义的直接 推论. 

如注记2所述，绝对微商算子有如下的局 部性： 

(1) 如果是 M 上在点取值相同的两个切矢量场，则 

对五 的任意一个截面 s,D x j 和在点的取值也相同.据此， 

可定义£：的截面关于 m 在点/>的切矢量的绝对微商;对于 xe 
T p dM)yDx 是从 r(£) 到 A 的映射. 

(2) 对于映射 D x : 厂(£)— 五〆 Xe7V(AO), 只要截面&和& 

在 A/ 的一条与X相切的参数曲线上取值相同，就有 

这些局部性质的证明类似于注记2的证明.请读者补齐. 

在局部上，联络是由 一组一 次微分式给出的.设 t； 是 A/ 上的 
一个坐标域，局部坐标是取£在17上的 g 个光滑截 
面 sAKa ^ q ) ，使它们是处处线性无关的.这样的 g 个截面称为 
E 在 U 上的一个局部标架场.显然在每一点 peU ^ idu ^ s^Kt 

< 构成张量空间的基底. 

因为 Dh 是丛 r* (AO® 五在 (7 上的局部截面，所以可以命 

Ds a = 2 厂 f» 如 ’ ® m 


(1.5) 


1«#« 


其中 It 是 U 上的光滑函数.记 


^ ， 


( 1 * 6 ) 




则 (1. 5) 式成为 


2X® 

引进矩阵记号，以便使计算 简化. 我们用记局部标架场所 
成的列矩阵，用记 W 构成的矩阵，即 


Ds 


(1. 7) 


5沒 


卢=1 







*•• 




则 （1.7) 式可记成 


®5* 


DS 


( L 9) 


CO 




矩阵 w 称为联络方阵 ，它依赖于局部标架场的选取. 

如果 V =*(5；,-» , 4 ) 是 t / 上另一个局部标架场，则可设 

S f — A • 5 ， 


( 1 . 10 ) 


其中 


A = 


这里 W 是 f ； 上的光滑函数，并且 det A ^ O . 

设联络 D 关于局部标架场 V 的方阵是 o / ，则由联络的条件得 


到 


DS f =dA®S-\-A^ DS 

= (AA + A • 如） ® 5 

(cU • A ^ 1 + Z • oj 


A - l )( g ) S r , 




(L 11) 


所以 


cL4 • Z— 1 + Z 

这就是联络方阵在局部标架场改变时的变换公式，是微分几何中 
非常重要的公式. 

反过来，如果取定 M 的一个坐标覆盖在每一 

个 U 上 取定五 的一个局部标架场 St ；, 并且指定一个由一次微分 

式组成的 qXq 阶矩阵吻，要求它们在坐标域相交时满足变换公 
式（1.12)，即当 t/fl W 关0,若设 

Sw — A 

其中八^；是 Uf \ w 上的光滑函数组成的9 Xg 矩阵，则在 UC\W 

上就有 






( 1 . 12 ) 


Su 


(1.13) 


^wu ^wv 

那么，在 £ 上存在一个联络 D ， 它在坐标覆盖的每个成员 (7 上的 


<0^ = dA 


^wu 


(1.14) 






* 
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联络方阵恰是证明 如下： 

设 s 是£的任意一个截面，在 U 上可表为 


(L 15) 

其中卽=(以,…，沾 ），4 是 C 7 上的光滑 函数. 命 D . v 在 f / 上的表 


Su ， 


S = U(j 


式是 


\a — idau do * ® Su 

我们要证明，如果，则在 c / nw 上应该有 

(d<2(/ + at ； ♦ <oi；y (X) Su — (da^ # < °w^ ® (1* 17) 

因此 (1. 16) 式所定义的 Ds 是 M 上的截面. 

由于 （ i . i 3) 式，在 t / nw 上有 


(1* 16) 


■ 


^ Wl /9 

diciu — Aq，w • ^wu # dvl 


du — a w 


(1.18) 


再用 （1.14) 式则在 C/flV 上有 

(d<2 (； -}- a\j • o>u) (^) Su 

— (da^ • Awu + aw * 坏 

H ~ • ^WV * 吻 ）( H ) (A 

dAwi ； • - A-wv + 

dAwu • ® 

={daw ~h <^w * (X) - 

容易验证，由 （1. 16) 式所定义的映射 D : r (£)— rcr * ( M ) 
® A ’) 适合定义 1. 1 的条件，故 D 是五 的联络.显然 D 在 G 上的联 
络方阵是^ [；. 

定理 1.1 在任意一个矢量丛上，联络总是存在的. 

证明 取 M 的一个坐标覆盖 U 7 丄根据矢量丛在局部上 
是平凡的构造，可假设在每一个上都有局部标架场根据联 
络的局部构造，只要在每个 f /« 上造一个阶矩阵叫，使它们在 

局部标架场改变时适合变换规律 (1.12) 就行了. 

根据第三章§3的讨论，不妨假设似„}是局部有限的，并且 


-1 






WU 


= ( da ^ + aw 




— 
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{☆} 是相应的单位分解，使得支集 supp g 厂 U a •当 U a nu ,^0 
0寸，自然存在由仄 rif/# 上的光滑函数所组成的非退化矩阵儿^ 


使 


S a ^^ y dct A a ^ 0 

对每一个任意取定上的一次微分式组成的 

阶 矩阵％ .命 


(h 19) 


2 gp * (dA 


其中当％0匕=0时，和式中对应于卢的项应理解为零.则^是 
u a 上的一次微分式构成的矩阵.我们只需证明，当 u a f ] u ^0 H 
有变换公式 


(L20) 


CO 




a 




A aff } + A afi • <o^ • A~^ 


<o a = dA 

为此只要进行直接的计算.首先，注意到在 U a f ] U fi f ] Ur ^0 
时，在这个交集上有 


n * 21) 




A a fi • A^r = A 


aY 


因此在上, 




S 

7 


(dA^ * + • <p 7 • A^ 1 ) • A^ 1 




gr 




u r r\v a r\u^0 


-i 


— dA . 

此即 (1. 21) 式.可见，联络的确定有相当大的任意性. 

特别是，在 (1. 20) 式中令％ = 0,则得£的一个联络 D, 它在 
^^上的联络矩阵是 


A 


= co a 






2 办. （心 w • ^ 1 ) 

根据联络方阵的变换公式 (1. 12)，联络方阵为零不具有不变 
性.特别是，对于任意一个联络总可以找到一个局部标架场，使其 
联络方阵在一点为零.这在涉及联络的计算中是有用的. 

定理 1. 2设 D 是矢量丛£上的一个联络•设 /?6M， 贝!]在 


( 1 . 22 ) 




a 


p 
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的一个坐标域上存在局部标架场 心使对 应的联络方阵〜在户点 


为零 


证明取点户的坐标域使 (P) = 0， l «? n ， Y 是 
U 上的局部标架场，对应的联络方阵是 W ，其中 


m 




2厂>‘， 

7=1 


(L 23) 


CO 


a 


是 t ； 上的光滑函数.命 


m 


•《， 

/ =i 

则矩阵 uf ) 在点/>是单位矩阵.因此存在/>的一个邻域 VC 
【/，使 A 在 V 上是非退化的，所以 

5 = ^ • 




(1.24) 


a 




a 


(L 25) 


是 V 上的局部标架场.因为 

dA(p) 


出，（户）， 






所以由 （1.12) 式得到 


co<ip)— (dA • A^ 1 -{- A * <o r • A ^ 1 ) (/ >) 

— (p) + <o f (/>) = o. 


(1.26) 




即 S 是所求的局部标架场. 

对 (1.12) 式求 一 次外微分，则得 

dto 1 * A — <*)' A dA — d^l f \ to -\- A • d ( o 9 

其中矩阵之间的外积 “ A ” 表示矩阵在相乘时，元素的积是外积.因 
此 AA=oJ *A —^1*«0，代入(1. 27) 式则有 

( do / — a / /\ o /) • A — A • ( d<w — <o f \ a >). 

定义 1.2 0=dco 一 ( i ) f\a) 叫做联络 D 在 C/ 上的曲率方阵 
这样， （1.28) 式可记成 


(1.27) 


(1.28) 


O f = A • 1 ， 

这是曲率方阵在局部标架场改变时的变换 公式. 值得注意的是，13 
的变换公式是齐次的，而联络方阵 w 变换公式不是齐次的 . 13包含 
着很丰富的信息，特别是借助于 D 可以构造在 Af 上大范围定义的 


(1.29) 
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微分式(参阅第七章 §4). 

设是 M 上任意两个切矢量场，则由曲率方阵打定义了 

从 r(£) 到 r(£) 的线性变换 /um. 任取两个切矢量 x，ye 

则用曲率方阵 n 可定义从纤维 冗 _1 (/>) 到自身的 

线性变换 R ( X f Y ). 它的定义如 下：设 5e^r _1 (/0, 它用矢量丛 E 

_ 

在 C7 上的局部标架场 知 ，…，\)可表成 

^2 又 a s °\ p ^ 々 g 
«= 1 


5 




则命 


9 


R(X ， Y)s= 2 Afl ^a(X 9 Y}S 

a ， 芦 =1 

由于曲率方阵 ( f3f) 在局部标架场改变时按 （1.29) 式变换，所 
以 nfa,y) 是线性空间 jtU / o 上的 （i，i) 型张量.因此 ，a. 30) 式 
所定义的及 (x,r) 是与局部标架选取无关的、从; r- 1 (/>) 到自身的 

线性变换. 

如果 x 9 y 是光滑流形 m 上的两个光滑切矢量场，则 R(X ， 
y) 是 r(£) 上的线性算子，它的定 义是： 对任意 的汝厂 (£), 及户 

G Mt 


(1. 30) 


fi\P 


(RCX 9 Y)s)(p) =R(X pj Y p )s 


(1.31) 


p 


显然，算子有以下性质 


(1) RiX,Y)=~R(Y,X)i 

(2) R ( fX , Y )= f - R ( X f Y )； 

(3) i?(x,y)(/5)=/-(i?(x,y>5), 

其中 我们把及 (m 称 

为联络 D 的曲率算子. 

定理 1. 3设 X,y 是流形 m 上任意两个光滑切矢量场，则 

R (.X 5 y) = DjfDy - DyDx — D[ 

证明因为绝对微商是局部算子，而曲率算子也是局部算子， 

所以我们只要考虑 （L 32) 式两边分别在局部截面上的作用就行 


(1.32) 


x . y ] 
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了.设截面尸(五)的局部表示是 




1 


a 


s = 




则 


9 


9 


xi( XAfl + E A ' X ， 4 〉 

a= 1 ] 

t) y d x s = 2{y(xn + T^ixx^Y^) 

o= i 卢 = i 

+ YX ^{ X ^)) + ^^( Y < X 9 ^) 

^=1 

y~ i 


(1.33) 


， 


5 


a 9 


因此 


DxDy5 — E)yDx5 


9 


9 


E { <([ x ， y ]) 

a =\ 卜 I ^ 

A < o ；) < x t y >)} 

^—1 

~ ，以 + i] 叫 (x，n 


+ I dd }0 — 




(1. 34) 


尹 =1 


a 


R(X f Y)s = DxD Y 5 — D y D x s — D 

定理 1. 4 曲率方阵 D 适合 Bianchi 恒等式 

dn = <o f \ o — n a 


[ x , y ] 5 


(1. 35) 


co 


证明对 X 2 =d 

dX3= — doj /\ w co /\ dco 


八 0 的两边求外微分得到 


CO 一 CO 


= — (D 七 o) !\ oi) !\ 0 ) 七 m f\ (Jl <o /\ w) 
=— Of\(o-\-co/\^2 m 

如果矢 量丛五的截面 S 满足条件 

Ds = 0, 


(1. 36) 
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则称 S 是平行截面.零截面是显然的平行截面，但是 ，一 般说来 ，非 

零的平行截面是不一定存在的•若 S 用局部标架场^表成 5 = 
t At ， 则方程 (1.36) 等价于 


dA a + 2 


0， 1 < a < 


(1.37) 


卜1 


这是 Pfaff 方程组.若命 


e a = dx a + 2 〜， 


(1. 38) 


卢=1 


则 


A 4 + Ti m 

1 

由此可见，如果联络 D 的曲率方阵是零，则 

d6 a ^ 0 (mod ( 护， … ， d q y > ， 

即方程组 (1. 37) 是完全可积的.这 时五有 g 个线性无关的平行截 
面.同样，要 （1. 37) 有非零解，需要在联络上加一定的条件. 

定义 1.3 设 C 是 M 中一条参数曲线， X 是 C 的切矢 M 场， 

若矢量丛 £在 C 上的截面 S 满足方程 


dd 


(1. 39) 






卢 =1 


Dw = 0, 


(1.40) 


则称 s 沿曲线 C 是平行的. 

在 M 的一个坐标域 U 上，设 C 的方程是 


=V ⑴，1 ^ f ^ OT ； 


( K 41) 


曲线 C 的切矢量场是 


v ^ du l d 

A ~ dt du i9 

/ — I 

_ 

设 * S 是 a 上的局部标架场，则5 = 2 A a 5 a 是沿曲线 C 的平行截面， 

<!lf— 1 

当且仅当它满足方程组 

<x ， Ds> = 2( 替 + 2 厂； 

W P，i 


di / 


Y = o ， 


dt 
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du l 


由于 （1.42) 是常微分方程组，对于任意给定的初始值，它的解是唯 
一存在的.由此可见，在 c 上一点/>任意给定一个矢量则 
它在 c 上唯一地决定一个沿曲线 c 平行的矢量场，这称做矢量 
沿曲线 c 的平行 移动. 显然,沿曲线 c 的平行移动建立了矢量丛 
£在曲线 c 的各点的纤维之间的同构. 

矢量丛 E 上的联络 D 在对偶丛上诱导出一个联络（仍记 
作 D ) •设 5 er (£：)，， er (£*), 其配合是 m 上的光滑函 
数，那么 £* 上的诱导联络 D 由下式 确定： 

d{5,5*) = (D 5 ，5 * 〉 +〈5 ， D5 * > , 

其中右边的记号〈，>仍是对于五和 £* 作出的配合. 

让我们求出 五* 上的诱导联络的方阵.设是五的 

局部标架场，的对偶局部标架场是 〆 即 


= 0 , 


(1.42) 


At 


V 


(1.43) 


(s a9 s* fi ) = 


(1*44) 


设 


<1 


0 


W ® 


#7 


Ds 


(1.45) 


5 


则由 （1.43) 式得到 


(Ds af s^ fi ) 






— 


所以 




IX ®， 

a= 1 


p — 


Ds 


(1.46) 




若 厂的截面，在局部上表示为 


4 


-S 

tf=l 


5 


JCaS 


则由 （1.46) 式得到 


110 


2 ] ( dx a — 2 X ^a) ® 


(L 47) 




设在矢量丛 & 和尽上分别给定了联络 D (记成同一个记 

号)•设 ， s 2 er (£ 2 ) ,则 5 l ㊉ &和 分别是矢量丛五! 
㊉ £ 2 和的截面.命 


D(5 x ㊉5 2 ) = Dh ㊉ Ds 2 ， 

(X) 52) = D 5 i (^) H~ Si (X) D5 


( 1 . 48 ) 
( 1 . 49 ) 

则它们分别在矢量丛私 ㊉ 私和 £ i ®£ 2 上确定了一个联络，称为 

在& ㊉ 五 2 和 E l ® E 2 上的诱导联络. 


§2仿射联络 

切丛 7 XM ) 是 m 维光滑流形 M 的微分结构本身所决定的 
维矢量丛.切丛: T ( M ) 上的联络叫做流形 M 上 的仿射联络. 根据 
§ 1关于矢量丛上联络的一般讨论，流形 M 上的仿射联络必然是 
存在的.给定一个仿射联络的流形称为仿射联络空间. 

假定 A / 是 m 维仿射联络空间， D 是给定的仿射联络.本节采 
用和式约定,所有的指标取1到 m 的整数值. 

任取 M 的一个坐标系 ( W )， 则自然基底 


m 


d 


if 1 < Z < 


du f 


构成切丛 TOVO 在 t / 上的局部标架场.因此可设 


Dsi = <o] (x) Sj = r^du k ®Sjj 


( 2 . 1 ) 

其中是 C 7 上的光滑函数，称为联络 D 在局部坐标系 Y 下的系 


现在来看局部坐标变换对于联络系数的影响.设是 


a 


M 的另一个坐标系•命则在 f / fiw 关0时有 


S ， 


( 2 . 2 ) 


其中 
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Bu 1 


3 u 


dw l 


dw l 


Jwv — 


Bu l 


3 u 


dw 


^ w m 


是局部坐标变换的 Jacobi 矩阵， ，•••，〜) 

由 § 1 的 （1. 12) 式得到 

o) f = dJ 


J wu 


J 功， 


(2.3) 


(O 


_ 


« 


Bu p \ dw } , du p dxv j 




(2.4) 


dw 1 1 Bu p dw 1 Bu 

其中因此联络系数 ri 的坐标变换公式是 

p f J _ p q dw j du p du r d^u p 

ik = 〆 ^ ^7 巧十 aw i a w i • 

上式说明 ri 不是 m 上的张量场，所以联络系数在一点为零 
并不具有不变性.换言之，有可能存在使联络系数在一点为零的坐 
标系（参阅定理 2. 1), 这对于牵涉联络的计算是非常有 用的. 

在流形 m 上引进仿射联络的目的是为了对张量场求微分.下 

面我们定义张量场绝对微分的 概念. 设 X 是 M 上的光滑矢量场， 
它用局部坐标表示是 


(2. 5) 


, a 


X = 


( 2 . 6 ) 


3u l 


根据定义,我们有 


DX = (dj：' + 0 = x\j du j ® ， 


(2.7) 


其中记 






( 2 . 8 ) 


DX 是矢量丛： r * ( A /)® r ( M ) 的截面，即它是流形 Af 上的 （1 
型张量场•我们称 DX 为 X 的绝对 微分. （2_ 8) 式正是经典意义下 


1) 
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反变矢量场关于 V 求绝对微商的公式. 

我们知道，余切丛是切丛的对偶丛，而张量丛7：是切丛和余 
切丛的张量积 

T r s - TCM) ® … ® T(JVf) (x)T* (奶 ® … ® 7，* (AO 


r 个 


j 个 


(2.9) 

因此根据 § 1 的 （1. 43) 和 （1. 49) 两式， M 的仿射联络 D 在余切丛 

T * ( A /) 和张量丛 T / 上分别诱导出联络. 

在局部坐标系 V 下，余切丛的局部标架场是 

5 ## = du 1 f 1 i ^ m t 

，是对偶的•根据§ 1的 (1.46) 式得 

Ds wi = 

若 M 上的余切矢量场 a 在局部上表示为,则 

Da = ( da f - — 


(2 - 10) 


它与 { 


a 




Bu l 


)®s” =- r; k du k ® du^ 


( 2 . 11 ) 


J) ® du' = a itj du j ® dw r ， 


( 2 . 12 ) 


其中 


da * 


_ C 


(2* 13) 


a “i = 


du j 


Da 是 (0,2) 型张量场，称为余切矢量场的绝对 微分. 

一般地，如果/是 ( r ， s ) 型张量场，则^在诱导联络 D 的作用下 
得到 ( r，s + l ) 型张量场以，称为张量场^的绝对微分.我们以 r = 
2,5=1为例求绝对微分的分量表达式. 

设£是(2, 1) 型张量场，在局部坐标 V 下它的表式是 


3 


d 




(2. 14) 


由§ 1的 （1*49) 式得到 

Db 时 (x) da* 0 

+ t ' k J D (6 u k ) ® ^ ^ ® D 


a 


a 


H ® 




Bu J 
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a 


a 


+ 祝 D 

(X) Au k (X) , 


du J 


(2.15) 


其中 




- 饮 L + 机 + 4r\ h 


(2；16) 


du 


数量场的绝对微分规定为它的普通微分. 

定义 2 .1 设 C : y =^(0 是流形 M 上一条参数曲线， XG ) 
是定义在 C 上的切矢量场，表成 

XQ) = x\0 


3 


(2 - 17) 


Bu ! 


C(t) 


我们称沿曲线 C 是平 行的， 如果它沿曲线 C 的绝对微分为 


零，即 


DX 


-T- = 0 


(2,18) 

若曲线 C 的切矢量沿 C 自身是平行的，则称 C 是自平行曲 
线，或称 C 是测 地线. 

方程 (2. 18) 等价于 




dx f 


+ = 0 


(2 - 19) 




这是一阶线性常微分方程组，因此在曲线 C 上任意一点给定 
切矢量 X ，则它在 C 上产生一个平行的切矢量场，这个切矢量场 
称为 X 沿曲线 C 的平行移动•由§1的一般讨论可知，沿曲线 
的平行移动在流形 M 沿 C 上各点的切空间之间建立了 同构. 

如果 C 是测地线，则 C 的切矢量 

d ^( Q ( 3 

—cu la? 

沿曲线 C 是平行的，所以测地线 C 应满足方程 


个 




C 


X(t ) = 


Cit) 
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, du j du k 


dV 


( 2 . 20 ) 




dt 2 


dt dt 


这是二阶常微分方程组，所以过流形 AT 上任意一点恰有一条测地 
线在该点与任意给定的已知切矢量相切. 

下面我们讨论仿射联络的曲率方阵因为 


4 


(2.21) 


所以 


da>- ~ w h { f\ ai J h == ~jdu l A da* — r^r^du 1 A cIm* 




+ nru - nn du k a 


故 


^ = —R J ikl du k A dwS 


( 2 . 22 ) 


其中 


若 ( U ^ u /) 是 A / 的另一个坐标系，则在 W 上有局部标架场 


Riju 


(2.23) 




a 


a 


* s 7 = 


Bw l ’ 


dw m l ， 


在 C/fl W 上 S 和 V 有关系式 (2. 2). 根据 § 1 的 （1. 29) 式,我们有 

(2. 24) 

其中從是联络 D 在坐标系 ( W ^ w /) 下的曲率 矩阵. 用分量表示则 




是 


du p &iv J 


/ = Q 


^vu' du q 


因此 


3w j du p du r du s 

3u q dw* dw k Bw l 




(2. 25) 


其中兌 L 由 
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0/ = irR n ikl dxv k A 


2 


所确定.将 (2. 25) 式与第二章 § 2 的 （2. 29) 式相对照，可知 R^M 
从 （1 ，3)型张量的分量变换规律.因此 


9 


R = Rikidu* (x) (x) du k (x) 


(2.26) 


不依赖于局部坐标的选取，称为仿射联络 D 的曲率张量. 

对于 M 上任意两个光滑的切矢量场我们有曲率算子 

(见§ 1的 （1.30) 式），它把 M 上的切矢量场映为切矢量 
场•根据定理1.3,算子及(又，10可表成 

R(^X — — DyDx _ D 

现在可以把用曲率张量表示出来 • 设切矢量场 x ， y ， z 的 
局部表示是 


(2 - 27) 


Lx.n 


3 




: d 


X = X 1 


;， Y = 


(2. 28) 


du n 


Bu 1 


3 u if 


则 


a 


a 


R{X.Y)Z = Z^(X,y)^ = Ri^x ^ 1 


(2. 29) 


du 


拿 


由此可见 


a 


R L = 


1 , 


(2. 30) 


3u k f Bu l I du' 

我们知道联络系数 ri 不适合张量的变换规律.但是,如果记 


7^ = r^-ri, 


(2. 31) 


则由 （2. 5) 式得到 


dw j du p Bu r 
Bu 9 dw f dw k 

所以: Ti 适合 （1,2) 型张量的分量变换规律，即 
是(1，2)型张量场，称为仿射联络 Z ) 的挠率张置.由 （2. 31) 式可 


T ,J ik = T 


(2. 32) 


(2.33) 
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知，挠率张量 r 的分量关于下指标是反对称的•即 


(2. 34) 

T 作为（ 1 ， 2 )型张量场,可以看作从厂 (7’( M )) xrCT ( M )) 到 
r (: T ( AO ) 的 映射： 设是 A / 上任意两个切矢量场，那么 
T ( X , Y ) 是 M 上的切矢量场，其局部表示是 


———— T j 

^ ik ^ kr 


d 


(2. 35) 


T ( X ,7) = ^ 


请读者证明 


r(X,Y) = D X Y - DyX - [m 
若仿射联络 D 的挠率张量是零，则称该联络是无 


(2. 36) 


定义 


挠的 


无挠仿射联络总是存在的，实际上，若设联络 D 的系数是 


尸/”则命 


- 

n k 


亡 （ g 十 o 


(2. 37) 




显然 r 纟关于下指标是对称的，并且在局部坐标变换时仍适合 

(2.5) 式，所以 Fi 是某个联络5的系数，且5是无挠的. 

任意一个联络都可以分解成它的挠率张量的倍数与一个无挠 

联络的和.事实上，由 （2. 31) 和 (2. 37) 两式得到 

■ 

n + r 


厂 L = _ 


(2* 38) 


ik ， 


D X Z = i-T(X f Z) + D X Z 


(2. 39) 


测地线方程 (2. 20) 等价于 


d 2 u f 


i du j du k 




d 7 = 0> 


(2. 40) 


ik 


dt 2 


所以联络 D 和对应的无挠联络 D 有相同的测地线. 

下面两个定理说明，无挠的仿射联络有较好的性质 
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定理 2.1 设 D 是流形 A / 上的无挠仿射联络，则在流形 M 
的任意一点/>存在局部坐标系 W ， 使得相应的联络系数 ri 在该点 


是零 


证明设 ( w ; w ) 是点/>的局部坐标系，联络系数是 ri . 命 

u 1 = zv ' + 七 r ft jk ( p )( w j — rv i ( p )^)( xv k — uu k ( p)) f (2 - 41) 


则 


av 


du l 


i I = G ， 


= 厂 ’)*( 户) 


(2. 42) 


p 


麵阵 (■ 

邻域内给出局部坐标变换.由 （2. 5) 式得到，在新坐标系下联络 
系数 it 适合 


在点 A 附近是非退化的， （2. 41) 式在点 的」 个 


厂 L (户 ） = 0， 

定理 2. 2设 D 是 A / 上的无挠仿射联络，则有 Bianchi 恒等 


式 


^ J iki f h + Riu + R J ihk“ = o 


(2. 43) 


证明由定理 1.4 得到 


= ai* /\ 一 A 4 ， 


故 i 


l ~ du h A du k A du l 


3w 


= - r ^) d w A A du k A du l , 


所以 


R } M Au k A du k A du l 


cn 况 pi + rt h Ri ^ du h A du k A du l 






0, 

最后一个等号用到联络的无挠性.因此 


(及/心 + Riih f k + R ihkj^ uh A du k A = o . 


(2.44) 
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现在， （2. 44) 式的系数关于々, /，A 是反对称的，所以 


U U R L,i = ° 


从 (2. 27) 式可知对切矢量场求两次绝对微商时，交换微商的 
次序所产生的差异是用曲率张量来量度的.关于张量场也有类似 

的结果. 


首先设/是 A/ 上的数量场，则 

_ Bf 

_ du n 


2h - ^ ， 


u 


所以 


/,"-/，> = T k tj f 

若X是 M 上的切矢量场，局部表式是 


(2.45) 


k 


i 


X = X 


du i9 


则 


ax' 


+ xt ; p ， 


X 


p 


Bu p 


dx 


X 1 


+ 巧 r; - 




du q 


所以 


= -x% Pg + x：^ 


X* - X f 


( 2 . 46) 


P 9 


，qp 


同理可得，对于 (2，1) 型张量场 f 有 


« - « + 饮舛 + 么 • (2. 47) 


tl Lpq — 


9 P 


值得注意的是，微分换位公式由曲率张量和挠率张量完全确定. 


§3标架丛上的联络 

微分流形上的标架丛是和切丛密切相关的. 

设 Af 是 m 维微分 流形. 所谓一个标架是指这样一个组合 (/» ; 

是流形 M 在点/>的讲个 


) ，其中户是 M 上一点 


， 


，於 m 


^1 


f€ 


m 
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线性无关的切矢量.流形 M 上全体标架的集合记作八我们要在 
P 中引进微分结构，使它成为光滑流形，并且使自然投影 

冗、 PW” … ， e m ) = p 

是从尸到 M 上的光滑映射. （ P , M〆 ) 称为 M 上的 标架丛 

在尸中引进微分结构的方法与张量丛的做法是类似的 • 设 

是 A / 的任意一个坐标域，则在上有自然标架场 

)可以表成 


(3. 1) 


d 


d 


，所以 t / 上的任意一个标架(户的， 


« _ » 




du 1 ' ' du m 


其中 （ Xf ) 是非退化的 mXm 阶矩阵，因此它是 GL (/ w ; lf ) 中的一 
个元素.于是，可以定义映 射作： t / XGL ( m ; jR )— tHO /)， 使得对 

任意的及 OOeGLGw ; 及)有 

= (pA ，…， e „) ， 

其中&由 （3. 2) 式所 给出. 显然 抑是 ——对应. 

现取 M 的坐标覆盖（?7, W ， Z ， …对其中每一个成员由 
(3.3) 所定义的映射分别记为 9 v ，9 w ， W . 所有拓扑积 t/X 
GLdm ； R ) 中的全体开集在抑下的像的集合构成/>的一个拓扑 
基;关于尸的这种拓扑结构，映射 

^pui U X GL(w; 及〉 


I m f 


(3.2) 


e t = 


(3.3) 


l (U) 


是同胚 


通过映射 < Pv ， tTHU ) 就成为 P 的一个坐标域，局部坐标系是 

若 f / fl ，则流形 M 在 C / flW 上有局部坐标变换 

(3.4) 


w r = tv ^ u 1 f 


，汉 w )， 1</< 


* * • 




相应的自然基底有如下关系 


d dw J d 


(3.5) 

若(户⑷， … ，〜)是 f / rw 上的一个标架，则它在两个坐标系下的 

坐标 ( Ax ?) 和 ( w /， r ?) 适合关系 


3 u 
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(pc/Cu* ，广）， 

即 W 和 7 由 （3. 4) 式关联，并且 


(3. 6) 


a 


a 


Y k —— — Y k 

Xi du k ~ Yt 


Bw 


或 


Y k — 

1 ~ r Bu ^ 

_ 

因此 （3. 4) 与 (3. 7) 两式合起来正是流形 P 上的坐标变换公式.显 

都是和 Y 的光滑函数，故尸的坐标域和 
(HO 是 cr°- 相容的，于是尸成为 m +m 2 维光滑流形，而且自然 
投影 A P—M 是光滑的满映射. 

上面 (3. 3) 式说明映射给出了流形 P 的局部乘积的结构, 

即兀- 1 ^/)可微同胚于直积 C/XGL(m4). 对于任意的 pe(7, 命 

= < Pu ( p ， X) ，X GL(w ；i?) 9 

则炉 r,/>: 是 同胚. 

若 C/f| 『爹0，对/ >€C/nW 映射 。穿^是 GL(m;/n 到 
自身的 同胚. 由 （3. 7) 式可知 O 恰是 Jacobi 矩阵= 

在群 GL(w4) 上的右平移.可见 {J^} 构成标架丛的过渡 

函 数族. 因此标架丛尸是与流形 M 的切丛 7XM) 相配的主丛，其 

纤维型和结构群都是 GUrrnR ) (参阅参考文献 [20]). 标架丛是非 
矢量丛的纤维丛. 

要指出的是，结构群 GL(m; 及)以自然的方式作用在标架丛 p 
上，成为尸的一个同胚变换群•设 a =( a /)eGL(m;/f), 因此 deu 
^0. 元素 a 在 P 上的作用乙定义为 

L a (piew ， e M ) = (/>；/,,••• ，/), 


(3. 7) 


(3.8) 


丨 dw k \ 

\ 3 u J I 


(3. 9) 


其中 


(3. 10) 




显然，每一个 乙是/ >的自同胚,而且保持纤维不变， gp 
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(3.11) 


k 。 L a — P M 

我们称 L 是元素 fl eGL (/ n ; IO 在/ > 上产生的左 移动. 若 a ， b € 
GLOnA ), 则显然有 


(3.12) 


L(^> == L a ° Lf, 

假定 o / W ) 和是 M 的两个坐标系，流形户上相应的 
坐标系是 USX ?) 和 （ u /，! l )_ 分别用 （ o 和 07 *) 记 (<) 和 （ W ) 
的逆矩阵，即 


X ； X；> = X： k Xi = Y k t Y； J = Y： k Yi = di 


若 C / flW 关则在 f / flW 上有 


dw f 


dw 1 = 


rdu j 


(3.13) 


由 （ 3 , 7 ) 式则得 


dw 


X: } = 


(3,14) 


Bu' 


所以 


X ； J du { = Y ： W 


(3.15) 


由此可见，一次微分式 


= x* i du^ 

与/>的局部坐标系的选取无关，因 此化是 p 上的一次微分式 

Pfaff 方程组 


e 


(3 - 16) 


Q l = 0 t \ 

在广 上定义了 m 2 维切子空间场 V , 它在每一点给出的 m 2 维切子 
空间叫做纵 空间. 从 ( 3 . 16 ) 式得到 

du 1 = X f jB i ^ 

所以在每一个坐标域上,方程组 ( 3 . 17 ) 等价于 

du 1 = 0 ， Ki <m ， 

即 Pfaff 方程组 ( 3 . 17 ) 是完全可积的 .（ 3 . 17 ) 的极大积分流形是 

(3.19) 

即 ( 3 . 17 >的极大积分流形就是 P 的纤维 tT ' P ) 所以纵空 


(3.17) 


(3.18) 


I ^：1 


= const, 
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间就是各纤维的切空间. 

现设 M 是 m 维仿射联络空间，它的联络是 D . 设 D 在局部坐 
标系 ( W ) 下的联络方阵是 W ) ，则矢量场^ = X * 的绝对 
微分是 


3 


De t -= (dX ： + Xfcop ® 


du 


把；^看作独立变量，则 


DXf = dXf + Xim) 

是流形 P 的坐标域兀― 1 07) 上的一次微分式 

我们的目的是求一组由联络 D 决定的、定义在整个流形尸上 

的一次微分式.设是 M 的另一个局部坐标系. 

0，则在 t/ftW 上有 


(3. 20) 


Y k = 


因此从§ 2的 （2. 4) 式得到 

d 7* + 






dzv 


= (dXi -h « 


(3.21) 


Bu ， ， 


或者写成 


Dy* = DXj 普 


(3.22) 


由于 (3,14) 式，则得 


y; ^Dy* = x; j Dx; ， 


(3.23) 


所以一次微分式 


W = x; ^Dxf = xrcdx ； + X l M) 

与局部坐标系的选取是无关的，因而是定义在流形 p 上的一次微 


(3. 24) 
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分式 


因为是流形 P 的局部坐标系， （ cW ， d <) 是尸在一点 

的切空间的坐标，因此是尸的切丛的局部坐标 

系.现在，和 <9?合起来一共是 m - hm 2 个定义在尸上的一次微分 

式，而在尸的每一个坐标域上，它们和 dti \ dX ； 能互相线 

性表示，所以 〆 是处处线性无关的，即{化，^}构成定义在整个 
P 上的余标架场，其对偶则是 P 上大范围的标架场. 

一般说来，在流形 M 上不存在整体的标架场.由于 M 上的仿 
射联络总是存在的，所以在标架丛尸上总是存在整体的标架场. 
在这个意义上说，流形尸显得比底流形 M 要简单. 

在局部坐标系 a /; V ) 下，从 (3. 16),(3. 24) 两式得到 


du 1 = X)d 


(3*25) 


dX { =- X k t a/ k + xiW 


(3.26) 


外微分 （3. 25) 式，则得 

0= dX ) A d j + X ) dd j 

= X ){ d 0 j -0 k A di ) - XlX ^ d 1 a e k . 


所以 


dd j a e j k = x ^ xix ^ e 1 a e h 

= 含 A W 


(3. 27) 


外微分 (3. 26) 式，则得 


— dX* A — Xfdo>/ -h dX } k 八 W + XidO k { 

x^ k + xwe k { - d \ A 


0 






所以 


ddi a e\= x; j x^ k 


= jX ^ XfX ^ R ^ A Q l . 

这里7^，尺^分别是 § 2 的 (2. 31) ， （2. 23) 两式定义的挠率张量和 


(3.28) 
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曲率张量.命 


pj _ y * j y p y g T r 

^ kl ~ pq ^ 

cJ _ vP yr V s i?9 

*^iki —入 q ^i^k^i^prs^ 


(3, 29) 


则 （3. 27)>(3. 28) 两式成为 


Pitd k /\ d l ， 


d 夕）一 0 k A 




(3. 30) 


rn - 6) K6i = i-si kl e k A e l 


2 


显然，与局部坐标的选取是无关的，因此 (3. 30) 式是在整个 

标架丛 p 上成立的，称为联络的结构方程. 

对于自然标架，则有 


X) = X” = 8U 

所以 （3. 30) 式限制在自然标架上就是 


T^dw* A dw’. 


— du k A 




— y \ cu ^ 


—R J iki du k A d^. 




这又回到挠率张量和曲率张量原来的定义. 


若记 


0^ — 


ne k t\ Q 1 ， 


2 


(3.31) 


味 = ^S J ilkl 6 k A 6 l , 


2 


则结构方程成为 


(1夕） — 0 k A 0 { — & y 

ddj — %八旬=坎. 


(3 - 32) 


再外微分一次，则得 


d 沙 + 矽 A W W A 铐 = 0 

d 味 + 贫 A G{ — d k { A = 0 


(3. 33) 
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方程 (3. 33) 称为 Bianchi 恒等式. 

我们知道微分式 W 是由 M 的流形结构决定的.结构方程 
(3. 30) 的重要性 在于： 它给出了使 m 2 个微分式 W 在 M 上定义 
一个仿射联络的充分条件. 

定理 3. 1设 ，>< m ) 是标架丛尸上的 m 2 个一次微分 
式.如果它们和 f 一起适合结构方程 

df -e j a d) = a e l . 


(3.34) 


dej ~e^$i 

其中 Pl / JL 是某些定义在尸上的函数，则在 M 上存在仿射联络 
D ， 使得 W 和联络 D 的关系如 (3. 24>式所示. 

证明 取/>中的局部坐标系则 

O' = X/ 'dw* , 

其中00是(％)的逆矩阵.所以 

dd { = dX ； 1 A du k = (dX ； *X*) A e i 

代入 (3. 34) 的第一式得 


s j M 0 k A e 




2 


(3,35) 


- X^AX) A e i 




八 （ 6 + jp % o k - xrdx ) 

因为以是线性无关的，根据 Cartan 引理, <?) 一 是沪的线 
性 组合; 不妨设 


(3*36) 


— dXf = , 


(3,37) 


其中4是 V 的线性组合，因而是 d w ' 的线性组合.令 


Au i 


(3.38) 

这里厂 j 是尸上的 函数. 若能证明 rj 只是 v 的函数，而与坐标 xi 

无关，则 < 是某联络在局部坐标系 a * 下的系数,定理便得证. 

外微分 (3. 37) 式得到 


dX k j A 6] + X)ddi = 岭 X/ - < 八 dXU 

利用 （3. 34) 式，上式便化简为 
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fx^sij 1 a e\ 

因为右边只含有微分，而4 A 4也只含微分 cW ，所以 do >) 只含 

有微分 dw 、 由 （ 3. 38) 式得 


> A <o k £ ) 


X/(d 


CO 




art 


art 


da)k j = 2 —7^^ A dw 1 + 2 —^ dX ? A dw ' 

ij cw I,/，A dA ； 


所以 


ar „* 


(3. 39) 


axf 


设 ( M ^ w /) 是 Af 的另一坐标域，则 (《/， r ?) 是尸在 7 r - l ( W )± 
的局部坐标系.若 t / nw 参则在 f / flw 上有 

Q\ = x; mx* + x; x ； = y; j dY) + y ； *y；, 

其中 ^= r = cW ， 而 r ' i 只是以的函数，将 （3.7) 式代入上式得 


到 


f ) _ ,j Bu p \ Bw j 

1 = a [ d ^ Idu ^ 


du p 3w J 


■ (3. 40) 

由此可见， ( W ) 确实在 M 上定义了仿射联络 D ， 使得 （4) 是 D 在 
坐标系0/;« 1 )下的联络方阵. 

前面已经说过, Pfaff 方程组 

6' = 0, 1 ^ jw 

在 P 上定义了纵空间场 V . 我们把 Pfaff 方程组 

6 = 0， 1 ^ ^ 

在每一点 xeP 所确定的 m 维切子空间 H ( x ) 称为横 空间; 方程 
组 (3. 4 1)确定的 m 维分布称为横空间场 H . 显然，仿射联络 D 在 
标架丛 P 上决定的横空间场 H 有如下的 性质： 

(1) 在任意一点切空间有直和分解 

TAP) - VCr) ㊉ HCr )， 

且横空间 // Cr ) 在投影 ? r 下与流形 A / 的切空间 r p ( M ){ p = 7 r < ix )) 
是同构的； 


Bw l Bu q 


(3 - 41) 


(3. 42) 
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(2) 横空间场 H 在 P 的左移动 UaeGL ( m ; 及 ）） 下是不变 
的，即对于任意一点 xe 尸有 


(L a ),H(x) = H(L a Cr)). 

因为空间 VCr ) 和 H ( x ) 的维数之和恰是 r / P ) 的维数 m 2 + 

m ， 所以要 （3. 42) 式成立，只需证明 V ( x ) n //( o :) = 0 .设 X 6 

VU ) HHCr )， 根据纵空间和横空间的定义得到 

^*( X ) — 0, & j ( X ) — 0, 1 ^ / ij ^ 

因为{ 〆 ，<}构成尸上的余标架场，所以 X =0, 这就证明了 （3. 42) 
式. 因为 h 尸是光滑的满映射，故 

冗 ( x )) 是满同态，又因为 ? r ,( V ( x )) = 0, 所以 

是同构，这就证明了性质 (1). 

要证明性质 (2) ,只需把左移动用标架丛的局部坐标系表 
示出来.设1/是 M 的一个坐标域，局部坐标是则标架丛尸在 
坐标域 POO 上的局部坐标是 (《*,<) (见 (3. 3) 式).设标架 (/>; 

e !) 是(/>的)在/^下的像，其中/是由 （3. 10) 式给出的.设 


(3. 43) 


mi 


TAP^T p (M)(p = 

H ( x )— r p CM ) 


* 




e ； = X , 


则显然有 


X? = 4x“ x? j 

其中(乂、表示矩阵 ( Y 、 的逆矩阵，(汾)是 ( w ) 的逆矩阵.因此 

X ； #> DX；* - atCXr^X k p )l/ q , 


(3 - 44) 


而横空间 H 是的零化子空间，所以 (3. 45) 式表明 
横空间场 H 在左 移动厶 下是不 变的. 

反过来，如果在标架丛/>上给定了具有上述两个性质的 w 维 
切子空间场 H ，则在 M 上存在仿射联络 D , 使得//是标架丛 P 上 
关于联络 D 的横空间场(参见参考文献[14]>.所以，从标架丛上 
看，仿射联络等价于具有上述性质的; W 维切子空间场. 


(3.45) 
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曼 


4±e -3*n 

第五早 


形 


mi 


§1 黎曼几何的基本定理 


设 M 是 m 维光滑流形, G 是 A / 上对称的二阶协变张 董场, 若 
07;^) 是 Af 的一个局部坐标系，则张量场 G 在?7上可以表为 

G = gij du f du J ^ 


( 1 . 1 ) 


其中如=心是上的光滑函数 . G 在每一点给出了 
T ,( M ) 上的二重线性函 数：设 


r £， 


X 






■ ■ ■■ 


du l 


可命 


G(X,y) - g^YL 

我们称张量 g 在点/>是非退化的，如果有一个矢量 xe 
7 V ( M ), 使得 


( 1 . 2 ) 


G ( X f Y ) = 0 

对所有的 yeTVAf ) 都戒立，则必须有 X = 0. 这就是说， G 在 /) 是 
非退化的，当且仅当线性方程组 

g iJ (p)X i = 0 ，1 o < 

只有零解，即行列式 det ( gij ( p ))^ 0 . 

如果对任意的 X €7 V ( M ) 都有 

G(X,X) ^ 0, 

且等号只在 X =0 时成立，则称张量 G 在点/>是正 定的. 由线性代 

数可知， G 是正定的充分必要条件是矩阵(幻>)是正定的；因此正定 
的张量 G 必是非退化的. 

定义 1. 1若在 m 维光滑流形 A / 上给定一个光滑的处处非 


f/Ji 


(1.3) 
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退化的对称二阶协变张量场 G , 则称 M 是广义黎曼流形， G 称为 
广义黎曼流形 M 的基本张置或度置张置. 

若 G 是正定的，则称 M 是黎曼流形. 

对于广义黎曼流形 M , (1.2) 式在每一点户的切空间: T ,( M ) 
内给出了内积，即对于 X ， Ye 7 VA 0, 命 

X *Y = G(X,y) = gi^p)^ 

在 G 是正定的情形下，切矢量的长度、在同一点的两个切矢量的 
夹角都是有意义的，即 


(1.4) 


V g 0 x ^ , 

X - Y 

W -\ Y \ 

所以黎曼流形就是在每一点的切空间上指定了正定内积的微分流 

形，并且要求内积是光滑的 ，即： 如果 x , y 是光滑的切矢量场，则 
X ， y 是 m 上的光滑函数. 


x 


(1. 5) 




cosZ(X f Y) = 


CL 6) 


ds 2 = g {j du f du J 


(1.7) 

与局部坐标系 v 的选取是无关的，通常称为度量形式，或黎曼度 

ds 恰是无穷小切矢量的长度,称为弧长元素.设 C : u ^ u ' Q ), 

是 A / 上一条连续的分段光滑的参数曲线，则 c 的弧长定 


ITM 


义为 


du 

dt dt 

定理 1. 1 在； w 维光滑流形 M 上必有黎曼 度量. 

证明取 M 的局部有限的坐标覆盖设⑹是从 
属的单位分解，使得支集 supp .命 

ds l = 2 (dw «> 2 » 

1 = 1 


J 


dt 


5 


( 1 . 8 ) 


Sij 




( I . 9) 




d ^ 2 


ds 


( 1 . 10 ) 
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其中 Aa • CU 〗 定义为 


h a (p)ds 2 a , p G U aJ 

它们是 M 上的光滑的二次微分式.因为在每一点 peMAl . 10) 
式右端只是有限项的和，所以该式是有意义的.实际上，若 取声的 
一个坐标域0/ 〆 ），使得 「是紧 致的.由于 { R } 的局部有限性，所 
以只与其中有限多个成员…，相交，因此 （1. 10) 式限制 
在上成为 


(h a ^dsl)(p) 


(L 11) 




0 , 


5> 

又= I 


d ^ 2 


= g 0 du l du j ， 




% 


其中 


ti h ^ ^ 

因为0<心<1，故有某一指标 y ?， 使心(/0>0,于是 

a 

dsHp)>h fi -d s y 

由此可见,心 2 在 M 上处处是正 定的. 

注记在流形上黎曼度量的存在性并非平凡的结果.例如 ， M 
上不一定存在非正定的黎曼度量(但这一点较难证明).从纤维丛 
观点看，在 A / 上存在黎曼度量，说明 M 上对称的二阶协变张量丛 

必有正定的光滑截面.然而，对于任意的矢量丛，处处不为零的光 
滑截面却不一定存在 

下面假定 M 是广义黎曼 流形. 在局部坐标系改变时，基本张 
量 G 的分量变换公式是 




( 1 . 12 ) 


O * ■ ■ 


» 


Bu k du l 


Sij = gki ^71 


因为矩阵(私)是非退化的，我们把它的逆矩阵的元素记作，，即 

g tk gkj = gjkg^ 

那么，容易证明#的坐标变换公式是 


- d ) 


( 1 . 13 ) 
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= g kl 


(L 14) 


fU 


g 


du k 3u l ’ 

因此 ( go 是对称的二阶反变张量(请读者自证） 

借助于基本张量，可以把切空间和余切空间等同起来，因而反 

变矢量和协变矢量可以看作同一个矢量的不同表现形式.实际上, 

若 W / VM )， 命 


a x (y) = G(X,Y), Y e T p (M ) 9 

则是 7 ’/ M ) 上的线性函数，即 axeT ； ( M ). 反过来，因为 G 是 
非退化的，所以 77 ( M ) 中任意一个元素都可表成的形式.这 
样，对应 X — &在 T ,( M ) 和 77 ( A /) 之间建立了同构.用分量表 


(1， 15) 


不^若 


A 

巧， 


a x = Xi du l ， 


X = 


则从 (1.15) 式得到 


此外,可以直接验证，如果 ao 是反变矢量，则由 （ i . 16) 式定义的 
( x ) 遵从协变矢量的变换规律. 

一般地，若(^)是（1，2)型张量，则 


( 1 . 16 ) 


£k 




(L 17) 

分别是 (0,3) 型张量和 （2，1) 型张量.如 (1. 17) 式给出的运算通常 
称为张量指标的下降或上升. 

定义 1.2 设 ( M , G ) 是 m 维广义黎曼流形, D 是 M 上的仿射 
联络.如果 


tiik = gilt jk ， 




(1.18) 


则称 D 是广义黎曼流形 ( M , G ) 的容许联络. 

条件 (1.18) 的意思是基本张量 G 关于容许联络是平行的.若 
记联络 D 在局部坐标 W 下的联络矩阵是 

DG = (dgij — 

所以 （1.18) 式等价于 


(屻），则 

^jgik ) ® du 1 (X) du j 




igkj — 
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dgo = ^gkj + 


(1, 19) 


iS*^ 


或用矩阵记成 


dG = o> * G + G 


(L20) 


其中 g 表示矩阵 


gn 


g\ 


G = 


( 1 . 21 ) 


矣坩 1 


g 


T J1YJ i 


并且 




( 1 , 22 ) 


容许联络的几何意义是平行移动保持度量性质 不变; 尤其是 
在黎曼流形上，切矢量的长度和夹角在平行移动时是不变的.实际 
上，如果； c (£)， yxo 是沿曲线 c : = «* it ) 关于容许联 

络的平行矢量场，则 


d 尤 


? du k 


dt 


dt 


(1.23) 


dr 




dt 


dt 


所以 


d 




i dY J 


心 妙)= 


+ g.j 


户 + 沿 〆 , 

^ f ) X, 


dt 


dt 


dr 




du h 


一 gikp k jh 


4 M 




dt 


dt 


(1.24) 


由于 （1.19) 式，上式末端为零，所以沿曲线 C 有 


(1.25) 

定理 1. 2( 黎曼几何的基本定理）设 A / 是 w 维广义黎曼流 

形，则在 M 上存在唯一的无挠容许联络 • 该联络称为广义黎曼流 


= const 
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形 Af 的 Christoffel-Levi-Civita 联络， 或黎曼联络 . 

证明 设 D 是 M 上的无挠容许联络，把 D 在局部坐标 V 下 

的联络矩阵记为仿= (4) ,其中 




(1.26) 


则它们适合条件 


dgo ^ gkj + 

n = ri 


(1.27) 


} Sik ， 


(1.28) 


记 


^ijk = gijJ^ik 


( L 29) 


ik = glk^i ， 


则由 （1. 27),(1. 28) 两式得到 


^ga 


(1.30) 


du 


^ijk = r kji 


(1.31) 


轮换 (1.30) 的指标，则得 


^gik _ 


(1.32) 


du J 


d gjk 


厂 jki + 厂*> • 


(1.33) 




du 1 


计算 (1.32) + (1.33) — (1.30), 并利用 （1,31) 式，则得 


r ikj = 


(1.34) 


2 \ du j 


Bu l du 


p - = U 丄 §£i 


( L 35) 


g 


Bu J 3 u l du 1 


由此可见，无挠容许联络是由度量张量唯一确定的. 

反过来，由 a . 35) 式定义的在局部坐标变换时确实适合 
联络系数的变换公式(第四章§ 2的 (2. 5) 式），因此它们在流形 M 
上定义了一个仿射联络 D . 通过计算得到，由 （1. 35) 式定义的 rj 
满足方程 (1. 30) 和 （1. 31) ,所以 D 是 M 上的无挠容许联络. 

Christoffel - Levi-Civita 联络的存在唯一性是黎曼几何非常重 
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要的结 果. 由 （1. 34) 和 （1. 35) 两式定义的和•分别称为第一 

种和第二种 Christoff el 记号， 

注记1在黎曼流形的一个邻域内不去考虑自然标架场，而 
用任意的标架场往往是比较方 便的. 流形上一个局部标架场就是 

标架丛的局部截面.设…，〜)是局部标架场，其对偶标架场是 

(沒\…， / T ) •命 


De , = d \ e ^ 


Cl .36) 

0- ( W ) 称为联络 D 关于标架场(^, …， 的联络矩阵.这里的 

化， W 不是别的，正是第四章§ 3中标架丛尸上的一次微分式 
Qi i 拉回到局部截面上的形式(在此我们用了同样的记号).因此根 
据联络的结构方程得到, D 是无挠联络等 价于 〆 满足方程 

d 8 i - A 6) 


0 


(L 37) 




如果仍然记 


gij = G(ei,ej) f 


(1. 38) 


则度量形式是 


ds 2 = gifi i 6 i 


因为 G = g〆 ® 屮，所以 


dg = ( d gij - gik d ) - g kj d k i )<^) d i ® e j 9 

因此 D 是容许联络的条件仍是 


^Sij = ^^gkj + 0 

现在，定理 1.2 可以改述为： 


k 


(1. 39) 


ig^k 


定理1_3设 ( M , G ) 是广义黎曼流形， 

t / 匚 M 上一组 

一 的一组 


} 是邻域 

个处处线性无关的一次微分式，则在?7上存在唯 
个一次微分式使得 


2 


— 6 j A = 0 ， 

d Sij = 0-gkj + 0 k jg ik ， 

其中於/是^ 1 关于局部余标架场 W } 的分量，即 

G = gij ^ ® OK 


(1.40) 


(1.41) 
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注记 2 假定 M 是黎曼流形, G 是正定的，则在邻域 U 内可 

取正交标架场 此时办 =心•，即 

m 

= 2(斤) 2 

I ，1 


ds 2 


而 (1.40) 的第二式成为 


(L42) 


0] + 6) 


= 0, 


即联络矩阵0=(以)是反对称的 

注记3公式 （1.30) 就是 


3 gii 


= gu^jk + gH^lk ， 


Bu 


或 


(1.43) 


Am = 0 

这是条件 (1.18) 的一种表现形式;这意味着，对于容许联络 来说, 
度量张量关于绝对微商如同一个常量. 

根据定义， Christoffel-Levi-Civita 联络如的曲率矩阵是 


S2 = d 


A 




外微分 （1.20) 式，则得 

dco * G — 


a dG + dG A^ + G ^(d^) 

A <^) • G + G * x (dw 


0, 




(d 






• G + x CO • G) = 0 


(1.44) 


命 


a = 


(L45) 


*)， 


则 • G= (a>). (1. 44) 式就是 


+ Oji — 0^ 

即 a> 关于下指标是反对称的.经过直接的计算得到 


(1.46) 


)j — dcu" + a #; 八 


(1.47) 


根据第四章§2的 （2. 22) 式， 
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(1.48) 


^rR J ikI du k A du £ . 


Q J { 


其中 


an 




(1-49) 


ik^ hi 


ikl 


du 


du 


若命 


(1* 50) 


Rijki = R 


ghjf 


ud 


则 


A> = —/? (>w du k A du 1 


(1.51) 


并且 




ar f 


+ nr )kl - nr jhk 


(h 52) 


Roki — 


du 


du 


兄 w 是四阶协变张量，它是由流形 M 上给定的广义黎曼度量 
完全确定的，称为广义黎曼流形 M 的曲率张量.曲率张量有非常 
特別的性质. 

定理 1.4 广义黎曼流形的曲率张量兄$满足下列 关系： 


( 1 ) Rijkt — — Rjiki — — Rijik ; 


(2) Rijkt + Ruuj H~ Rujk = 0 ； 

(3) R 

证明 （1) 该关系是 (1. 46) 和 （1. 52) 两式的直接推论 

(2) 由 Christoffel - Levi - Civita 联络的无烧性得到 

du * A = 0. 


R 




ijki 


klij 


(L 53) 


外微分并利用 （1.47) 式则得 

(W 八 (fl f> — a}\ 

du* A A> = 0 


,* A = 0, 


用 （1.51) 式代入得到 


Rjiki^u 1 A du k A dV = 0 ， 

(Rjiki + ^jku + Rjnk)du l A du k A du 1 = 0 


(L54) 


137 


由于关于后两个指标的反对称性，上式的系数关于后三个指 
标是反对称的，所以 


Rjikt + Rjtti + Rjuk = 0 


(1. 55) 


(3) 由 （1, 55) 式得 


H~ Riktj + Rujk = 0, 


两式相减则得 


2Rijki + Rikij + Rtjik + Rufk + Rjkii — 0 


同理得到 


2Rkuj + Rkijt + Rjikt + Rkjn + Rukj = 0 . 


利用关系 （1) 的反称性，则有 


Rijki = R 

作为推论，在定理 1. 4的条件下我们有 


(h 56) 


kiij 


R )ki + f^kij + R'ijk = o 


(L 57) 


再有，由于 （1.43) 式则得 


R 


= ( gjpRfki ^^ = 


ijki.h 


因此从第四章的定理 2. 2 得到 


R; 




= 0 


(1.58) 


ijki 




这仍然叫做 Bianchi 恒等式. 

注记黎曼流形的概念可以推广到黎曼矢量丛.设 CE , A /,； r ) 
是实矢量丛，如果对每一点/在纤维 jTV / O 上给定了一个非 
退化的对称的双线性函数 G , 且对于 F 的任意两个光滑截面 X 和 
y ， c ( m 是 A / 上的光滑函数，则称 五是一 个广义黎曼矢量丛. 
如果 G 是正定的，则称丑是黎曼矢量丛, G 称为矢量丛£上的黎 
曼结构 • 如同定理 1. 1,在任意一个实矢量丛上黎曼结构必然是存 
在的•同样，我们可以定义广义黎曼矢量丛上的容许联络的 概念. 

黎曼流形上的张量丛可以自然地成为黎曼矢量丛.例如对于 
张量丛若(声），则 a 与 b 的内积是 

a ' b = y \ ^^grs a ik b 


(1.59) 
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§2 测地法坐标 


定义 2.1 设 M 是 m 维黎曼流形.若参数曲线 C 是 M 上关 

于 Christoffel - Levi - Civita 联络的测地线，则称 C 是黎曼流形 M 

的涮地线. 


设在局部坐标 V 下, Christoffel - Levi - Civita 联络 D 的系数是 

r %， 则曲线 C : u ^ u * it ) 为测地线的条件是它满足二 

阶常微分方程组 


- duJ ^ = 0 


dV 


( 2 . 1 ) 




dt 2 


dU dt 




这里1 = $是 C 的切矢量.根据定义，瀏地线的切矢量沿曲线本 


身关于 Christoffel - Levi-Civita 联络是平行的；而 Christoffel - 

Levi - Civita 联络保证度量性质在平行移动下不变,所以测地线的 
切矢量 Y 的长度是常数.即 


du 1 du J 


d7 = COnSt ， 


8a 


或 


ds 


( 2 . 2 ) 

由此可见,黎曼流形上测地线的参数必定是弧长参数 s 的一次函 


= const 


dt 


数 


f = As + //， 


(2-3) 


其中 A (关 0> 都是常数. 

下面我们考察在一点附近的特殊坐标系，使得从该点出发的 
任意一条测地线的坐标的参数方程是弧长参数的线性函数.我们 
先在 M 是仿射联络空间的一般假定下进行讨论. 

设在坐标系 《/;&) 下测地线的方程是 


dV 


i du j du k 


= 0 


(2. 4) 


dt 2 


dt dt 
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根据常微分方程的理论，对任意一点 x 0 eu 都存在 X 。的一个邻域 
WCf/ 及正数〜心使得对于任意的初值 a ew， 及满足条件II a|| 
O® 的扩，方程组 （2. 4) 在 U 中有唯一解② 

V = /’ U ， x % a *) ， |(| < 汐， 


(2.5) 


它适合初始条件 


(0) 尸（0= X 、 


( 2 . 6 ) 


du { 


〒（0)= 


dt 


dt 


并且函数尸光滑地依赖于自变量 f 和初值 x *， 〆 . 

若取非零常数 o 则函数 / ; ( cf ,: r *,«*)( xeW ， || a || < r ， 且 
t < d / I c I )仍然满足方程组 (2. 4) ，并且 


/’(“， W ) I ㈣ = 


(2. 7) 


f a k ) 


ca 


dt 


根据方程 (2. 4) 的解的唯一性，当 !| a || t ||ca || O 及 U |，| cf |<《 
时总是有 


f 9 {ct,x k ,a k ) = f^tyx^ca^ 


( 2 . 8 ) 

但是上端左边在 jo ^ W 9 || a || < r ,|/| < S /\ c \ 时总是有意义的，因 
此可以用来定义右边的函数.这样，函数 / AW ) 对于 
M <3/ U | 及 II «|| < ldr 总有定义；特别是，可取 | C |< A 则 
尸心 w ) 在 UKi ， 及 || hi < kk 上有定义•命 




= f l \ljX k f a k ), 


(2. 9) 


则 


/ f (i ，？， o) = /’(o W) 

于是对于固定的: rew ,(2. 9) 式给出了从切空间 TAM )( = R m ) 


( 2 . 10 ) 


x , 




① 这里 IM| 表示 I；⑷ 2 

② 可见参考文献 [13]. 
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在原点的一个邻域到流形 M 在点: r 的一个邻域的光滑 映射. 因为 

a / ki ,?， 〆 ） 


3ra,x k ,ta k ) 




da J 


dt 


而另一方面 


df l (t ， x k ， a k ) 


a/’(i ，工 W) 


dt 


dt 


所以 


3u* 


%， 


( 2 . 11 ) 




da j 


即映射 (2. 9) 在原点 ^=0 是正 则的. 这就是说，乂可以取作 M 在 
点: T 的局部坐标系，称为在点工的测地法坐标系,或简称 法坐标 
系. 由于切空间是线性空间，它上面的不同坐标系只差一个非退化 
的线性变换，所以流形 M 在一点的法坐标系也只差一个非退化的 
线性变换而完全确定. 


，当£变化时,切 i 是 ( AO 中从原点出发的一条 

直线，而在流形上描出一条从 X 出发的、与切矢量 (<) 相切的测地 

线.所以在法坐标系一下,这条测地线的方程是 


固定 


( 2 . 12 ) 


=如0, 


其中 M 是 常数. 

定理 2. 1若 Af 是无挠仿射联络空间，则对于在点 X 的法坐 
标系&，其联络系数 ri 在 I 为零. 

证明 因为在法坐标系^下，测地线 a ^ ta 1 , 满足方程 (2. 4) ， 

所以对任意的4有 


厂 i (0) 

由于无挠联络 ri 关于下指标是对称的，所以 

ri(o) = 0 ， K“j ， k 《 

仿射联络空间 Af 在每一点 x 。 都有一个邻域 V ， 
使得 w 中每一点都有包含 w 在内的法坐标域. 

证明 设是点 x 。 的法坐标系，命 


= 0； 


(2.13) 


(2. 14) 


定理 
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(x| 6 U , 2 (w ( (x)) 2 < ^ 2 J 

1=1 

根据前面关于方程 (2. 4) 的解的讨论，存在 o ：。 的邻域 W = UUoi 

r ) 及正数沒，使得对任意的: cew 及 《 eiT , II a II <占有唯一的以 

Cr ，《 A ) 为初始条件的测地线 


(2.15) 


U CXq ； p ") == 


w 1 = /’U ， W )， |/1 <2. 

我们用 5(03) 记集合 VI eJT，II a II <及}，则 （2. 16) 式给出了映 

射灼使得 

<pix,a^ = (jo k 

其中 x 6 W , a ^ B (0 J ). 因为函数尸光滑地依赖于 x 和所以 
映射 P 是光滑的.根据 (2. 11) 式得 

au *， 尸) | , 

可见映射 P 的 Jacobi 矩阵在点 ( xo ,0)€ WX 5(0 j ) 的附近是非 
退化的.由反函数定理，必存在点0:。,0)在中的邻域 
V 及正数使得灼 V — C / CroWXf / U ^) 是可微同胚.对于 

任意的 • r 6 f 7( j ： o ; a ) ，命 


(2.16) 


(2.17) 


(x 0 *0) 


b x = {«I e 五 (oj) ， 使 o， a ) e v }， 


(2. 18) 


则由 （2.16) 给出的映射 


« ( = / r ( l , x *, a *), a £ B x 


(2. 19) 

是从艮到 C / Orow ) 的可微同胚•取 W = C 7( xo ; a )， 则上式说明 IT 
中每一点都有一个法坐标系把 V 包含在内. 

系 仿射联络空间 M 在每一点 x 。 有一个邻域 W , 使 W 中任 
意两点可用一段测地线连结. 

注记 更细致的讨论还可以做到使这段测地线包含在邻域 

W 内. 这时邻域 W 称为测地凸 邻域. 下面的定理 2. 7在黎曼流形 

的假定下证明了测地凸邻域的存 在性; 此证明稍加修改同样适用 
于仿射联络空间. 

定理 2 .3无挠的仿射联络在局部上是由曲率张量完全确定 
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的. 


证明考虑在固定点 O 的法坐标系 a 1 . 在点 O 取自然标架, 
然后将它沿着从点 O 出发的测地线平行移动至各点，由此得到在 
O 点的一个邻域上的标架场 命以是 q 的对偶的一 

次微分式，并把主丛上 m 2 个处处线性无关的一次微 分式以 在上 

述标架场上的限制仍用同一记号表示，因此 ❹⑷乂 的一次 

微分式，当为常数时，化，^就限制在测地线上.因为标架场 
沿测地线是平行的，所以 


= a'dt (mod da k ) , 

(mod da *) ， 


( 2 . 20 ) 


^ = 0 


或 


Q \— BU 


Q % ~ a 1 dt -\- Q \ 

其中斤和巧分别是 e\e\ 中不含有微分 cu 的部分.将 (2.21) 式 

代入结构方程(第四章§ 3) 

d^ 1 - e j A <9 ； 


( 2 . 21 ) 


0 , 




ddj - e k t A ei 

并比较含有 cU 的各项，则得 


irS J ikl d k A 




dd i 


da f — 


a J 8j \ /\ dt — 0 f 


B 6] 


k S’ M d 1 ] A dt = 0j 


dt 


dff i 96 _ 

其中分别表示 p ， r 的系数对 〖求 偏导数所得的一次微 
分式. 因为在括号内不含有微分山,所以 

da* + 


30 { 




dt 


( 2 , 22 ) 


dSj t , 
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这是以 / 为自变量的一组常微分 方程. 将第一式再对/微分一次， 


则得 


d 2 0 i 


dd] 


j a% kl e 


( 2 . 23 ) 


Bt 2 


dt 


因为标架族&在点 o 沿各方向都是平行的，所以 


L=o = 0 


( 2 . 24 ) 


此外，根据定义得 


L=o ~ a’d 广 ， 


所以 


歹 M 

I 


( 2 . 25 ) 


= 0 


因此从 （2. 24) 及 (2. 22) 的第一式得到 


3d i 


= da 1 


( 2 . 26 ) 

对于给定的曲率张量，二阶常微分方程组 (2. 23) 在初始条件 
(2. 25) 和 (2. 26) 下有唯一解再由 （2. 22) 的第一式完全确定了 

歹/，因此在局部上曲率张量完全决定了无挠的仿射联络. 

现在假定 A / 是 m 维黎曼流形.设 xaeM , 在切空间 ( M ) 

中取定一个单位正交标架 F 。， 则在点： c 。 的法坐标系 J 可以表成 
如下形式 


dt I 


U = oTs ， (2. 27) 

其中 （ 〆 ) 是 7\( AO 中的单位矢量 是从心 出发的测地线的弧 

长，将标架 n 沿着从為出发的测地线平行移动，于是在 x 。 的 
邻域内即产生了一个单位正交标 架场. 根据定理 2. 3的证明，我们 

可以记 


a l ds + 






(2. 28) 


e ]. 




其中斤， W 不含有微分 A ， 并且满足方程 


144 


rr 

^ —i. * *. ■.. 


dd 1 




dei 


(2 - 29) 


k S ] kl d l . 


0 ] + Q ) = 0, 


以及初始条件 


3d 


&U = 0 ， d J t \ 


— da \ (2_ 30) 


= 0, 


ds 


若记 


^ 1 = 5 da 1 + A f j da 7 


(2.31) 


M A ) 适合初始条件 


BA \ 


A )\ s =0 =0， 

OT 5= ={ 

因此在点 o 附近弧长元素可表为 

m m 

ZJW = ds 2 + 2cU2 a, 歹 , + 2(*) 

1 j — 1 r = l 


= 0 


(2.32) 


da 2 




(2. 33) 


因为= 0;+〜= 0,容易得到 

I ™ 1 


K 2" 


)= 2 a， '( dtf / + S cJ ^；) 


d t 


= 0 


并且 


2 〆 歹丄 =0 = 0, 
1=1 


所以 


2 沒 ’ = 0; 

1=1 

于是，从 (2. 33) 式 得到： 在点 O 附近弧长元素是 

m 

<^ S 2 +2( 歹 r ) 2 _ 

#=1 


(2. 34) 


da 2 


(2.35) 
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系超曲面 s = CO nst 和从点 O 出发的测地线是彼此正 交的 . 
定理 2. 4 黎曼流形 M 的每一点 O 有一个法坐标域 V ，使得 

(1) W 中每一点有一个法坐标域把 W 包含 在内； 

(2) 连结 o 和的测地线是 w 中唯一的连结这两点的 


最短线 . 


证明将定理 2. 2用于 A / 上的 Christoffel - Levi - Civita 联络， 

便得到 （1). 现在假定 V 是如 （2. 27) 式给出的点 O 的法坐标系，如 
CD 所要求的法坐标域 W 是 


{p e / >)) 2 <e 2 }， 

f = 1 

其中 e 是充分小的正数.因为 W 是法坐标域，对任意一点 pew 
在 w 中有唯一的一条测地线 y 连结 o ， p. 假定7的长度是 

首先，我们证明 y 是 w 中连结 o ，/> 两点的最短线.设 c 是 w 
中连结 o , p 的任意一条分段光滑曲线，不妨可设 c 的参数方程是 

其中^是 y 上的弧长参数，则 c 的弧长是 


w = 


^0 


1 = 1 J 


5 0 


5 0 


J 


5 0 


d<r 


ds 2 + 


= 


(2. 36) 

如果 C 是 W 中连结 O ,/) 的最短线，则 (2. 36>式中等号必须成立, 
所以沿曲线 C 必须有 




齡 


0 * = 0 


由 （2. 31) 式得到 


da > 


da< + ^2 A) 

j~ l 

因为 4 适合初始条件 (2. 3 2) ，所以卑 = oG ) ;在 (2. 37) 式中令 

0,则得 


(2. 37) 


5 


dor 1 = 0 

即 C 是连结0，/>的测地线，故 C — 7 . 

定理 2. 5设 "是点 O 的法坐标域，则存在正数 e , 使得对任 
意的 0<8< e ， 超球面 


ot = const 
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[peu YiUip)) 2 = d 2 } 

i = i 






有下列 性质： 

(1) &上每一点都可以用 t/ 中唯一的最短测地线与 o 连结; 

(2) 与厶相切的任意一条测地线在切点的一个邻域内严格 
地落在為的外部. 

证明取 W 是定理 2. 4所要求的法坐标域，不妨设 W 是半 
径为 e 的球形邻域 


{peu 2> ， ( 户 )) 2 <W. 

i—\ 

当0<占<€时，由于 Aa^czu， 且 C； 是法坐标域，故性质 a) 是定 
理 2. 4的推论.现在要缩小 e, 使性质 (2) 成立 

因为07;V)是法坐标系，由定理 2. 1得 

厂二 （0) = 0 


W 




(2. 38) 


超球面為的方程可写成 

Mw 1 ， … ， a w ) = 士 [(“ 0 2 + …+ (u m ) 2 — <^ 2 ] 


0. 




(2. 39) 


设 y 是一条与 is 相切于/>点的测地线，其方程是 


议 — t4^ ) ， 


(2. 40) 


其中 a 是 y 上从/>点量起的弧长.因此 

F ( M *(<7)) | tf= 。 = 0. 

因为超球面厶与从点 o 出发的测地线是正交的，所以与為在点 
/>相切的测地线7应与连结 o,/> 的测地线正交，因此 


(2.41) 


du* 


2“•⑷ 
»=1 


(2.42) 


da 


直接计算得到 


d 


du l 


2咖) 
1 = 1 


W (<0) L = 


= 0 , 


(2.43) 




da 


d 2 


石 iFU 1 ⑷） u 
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du 1 l du 

dtr / n\ da 


2( 〜 — XX ( 户 ) r t(/>)j 

，x k= 1 


， (2.44) 




所以 


sh - ix( 声) n (/ >)) 

，)=1 f 


F(u l (a)) 






du 1 \ I du j 

d«r / n\ da 


a 1 + o(a 2 ) 


(2.45) 


由于 (1 3 8) 式，在 O 的一个邻域内可使 rt . 的值任意地小，因此可 
取充分小的£，当0<3<£时，让 (2. 44) 式总是保持正值.这样，测 
地线 （2. 40) 在点 p 附近严格地落在為的外面，它与厶只有一个 

公共点 A 


在研究黎曼流形的几何时，一个有效的办法是在黎曼流形上 
引进距离函数，使它成为度量空间. 

定义2. 2 设 M 是连通的黎曼流形，户…是 M 上任意两点. 


命 


p(pfg) = inf pq y 

其中 G 指连结/ >， g 两点的可求长曲线的弧长.^/>，0称为 
两点之间的距离. 

因为 m 是连通的，所以连结 aw 的可求长曲线总是存在的， 
故 (2. 利)式总是有意义的，它定义了 MXM 上的一个实函数. 

定理 2. 6函数/0: AfXA /~* 及有以下 性质： 

(1) 对任意的/>，9€^，/0<>，9)>0，并且等号只在 p = q 时成 

( 2 ) p(pyq)=p(q 9 p )； 

( 3 ) 对任意三点户, g ， r 6 Af ， 都有 

P(pfq) + P(q ， r) > p(p,r) m 

因此，<0成为流形 Af 上的距离函数，使 A / 成为度量空间 . A / 作为 
度量空间的拓扑与流形 M 的原拓扑是等价的. 

证明根据定义 （2. 4 6)，上述各性质都是明显的，只需 验证： 


(2, 46) 


P 、<1 


立; 
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当 /时， 〆 />， g )〉0. 

设/> W 是 M 上两点，/由于 A / 是 Hausdorff 空间，故有 

点声的邻域"，使八根据定理 2. 4,必有点/>的法坐标域 v^e 

m 

t/， 使其法坐标是 k = A ，其中 L (，) 2 = 1，且 0<s<5。. 取 A 使0 

i=i 

<占<^，则超球面2^=:1设/是连结 ji >， g 的一条可求长曲线，则 
y 的长度即 


pip ^ q ) ^ ^ > 0. 

根据定理 2. 5,厶的内部恰是集合 

{q\ G M y p{p,q^ < S} , 

即厶的内部是 M 作为度量空间时点的心球形邻域，因此 M 作 
为度量空间的拓扑与 M 原来的拓扑是一致的. 

要指出的是，如果 W 是定理 2. 4所构造的在点 O 的球形法坐 
标域，则对任意一点/ V ，在 W 中连结0,/>两点的唯一的测地 
线的长度就是 〆 0，/>). 

定理 2. 7黎曼流形 M 的每一点/>都有一个7-球形邻域 V ， 
其中？是充分小的正数，使得 W 中任意两点都能用 W 中唯一的 
一条测地线连结. 

具有上述性质的邻域叫 做测地凸邻域 .定理的意 思是： 黎曼 
流形上每一点都有一个测地凸邻域. 

证明设户 € M ， 根据定理 2. 4,存在点户的半径为 e 的球形 
法坐标域 t /， 使得 C 7 中任意一点 g 都有一个法坐标域％包含?7 

在内. 不妨设 e 还满足定理 2. 5的要求.取正数则点/>的 
7-球形邻域 W 就是点/>的测地凸邻域. 

任取仍，仍 ew , 则 


i°(9i ，兑 2) < Pip^qO -h pip ，分 2 ) <C 27 ^ "I" 

设 c / ( 叫 £/ 2) 是心 的十球形邻域，则上式表明❿印一…).对 


(2*47) 


* 
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于任意的 get / (仍; e /2) ， 则 


3 e 


〆户， 9) < P(P ， qi) + 户（？ 1 ， 9 ) < ~ 7 , 


故 


即点仍的；-球形邻域包含在仍的法坐标 域内. 根据定理 2. 4以 


U 


(2. 48) 


£ 


及定理 2. 6最后的说明，在 f /( g 1; e /2) 内存在唯一的一条测地线 K 
连结 q ” q 2 两点，并且 y 的长度就是 p ( qi . gz ). 特别是，如果点 r 6 


7,则 


最后要证明测地线 y 落在 W 内. 因为 KZC7 (仍; €/2)(Zf7, 所 
以函数 K/»，g)(gey) 是有界的.若 y 不完全落在 w 内，而仍 ， q 2 e 
W ，则函数|0(/>，9)(9 6 7)必在/的内点 g。 达到最大值.命汐= 
P 〈 P ， qo )， 则占<£，且超球面厶与 y 在^)处 相切. 由定理 2.5,y 在 

点办 附近应完全在厶的外部，这与函数在办达到 
最大值相矛盾.因此 yczw ， 证毕. 


(2.49) 


§3截面曲率 


设 Af 是 m 维黎曼流形,它的曲率张量/?是四阶协变张量.设 
«■ 是从的一个局部坐标系，则曲率张量及可以表成 

R = R ijk i dw f ® du j 0 du k (x) t 

其中如 § 1 的 （1. 5 2) 式所定义.四阶协变张量可以看作四阶 
反变张量的空间上的线性函数(第二章§ 2)，因此在每一点户 e 

M ， 我们有多重线性函数及： T p ( M ) X T p ( M ) X T p ( M ) XT P CM ) 

— 及 ，其定义为 


(3. 1) 


R(X,Y 9 Z 9 W) = (X®Y®Z®W,R ) 9 
其中记号< , >如第二章 §2 的 (2.17) 式所规定.若设 


(3.2) 
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i A 


‘ d 


r 3 


. a 


z-z* w = w 


X = X 1 


Y 




i ， 


du 1 ’ 


Bu 


du 1 


(3.3) 


则 


R(X,Y,Z f W) = R ijki xr^zw 9 


(3*4) 


特别是 


r {£ 


d d 

Bu 19 du J f 3u 

在第四章§2,已把联络 D 的曲率张量解释为曲率 算子： 任给 

z ， ，则及 ( Z ， W ) 是从: T / M ) 到: T / M ) 的线性映射，其 
定义是 


8 


Roki 


(3.5) 


k , 


du 


d 


R(Z,W)X 

若 D 是黎曼流形 M 的 Christoffel - Levi-Civita 联络，则有 

R(X,Y,Z,W) = (R(Z 9 W)X) .y ， 

■ 

右边的记号“ •”是 § 1 的 (1. 4) 式所定义的内积. 

根据定理 1. 4 ,四重线性函数及 ( mwo 有以下的 性质: 

( 1 ) R(X,Y,Z 9 W) = -R(X,Y,Wa)^-R(Y i Xa f W) i 

(2) R(X,Y t Zr]V)-\-R(X 9 ZfW,Y^^-R(XyW,Y 9 Z) = 0 ； 

(3) R ( X t Y , Z , W ')=- R ( Z 9 W 9 X f Y ), 

利用 Af 的基本张量 G , 还可以定义如下的四重线性 函数： 

G(X ， y ， Z，WO = G(X,Z^G(Y f W) - G(X,W)G(Y 9 Z). 


(3.6) 


Bu J 


(3.7) 


(3.8) 

显然，上式定义的函数对每一个变量都是线性的，并且它也有函数 
i ?( mwo 所具有的性质 (1) 〜 (3). 

I 

若 X , Y €7 V ( M )， 则 


G(x,y t x,y>= |x | 2 - \y\ 2 - (X .y > 2 

=|X| 2 • \Y\ 2 • sin 2 ^(X,y>* 


(3. 9) 

所以，当线性无关的 ， G ( x,y , x , y ) 正是切矢量 x , y 所张的 
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平行四边形的面积的平方，因此 G ( x ， y ， x ，: n 关 o . 

若是在点 /) 的另外两个线性无关的切矢量，假定它们 
与张成同一个二维切子空间£，那么可设 

X f = aX + bY, r = cX + dY, 

其中 ad — bcH 由性质 (1) 〜 （3) 则得 

R(X f ,Y f 9 X f ,T) = (ad — bc 、 2 R(X ， Y ， X ， Y )， 

G(X f ,Y f ,X f f Y f ) = (ad - bc) 2 G(X,Y,X f Y), 


所以 


R(X f 9 Y f 9 X f 9 Y f ) = R(X 9 Y,X 9 Y) 

gCx 1 .x 1 ,t) = G(my )， 

这就是说上式是: T ,( AO 的二维子空间 £ 的函数，与 X ， Y 在£中 
的选择无关. 

定义 3.1 设五是 7^( AO 的二维子空间, XI 是五中任意两 
个线性无关的切矢董，则 


R(X f Y 9 X 9 Y) 

G(X f Y 9 X,Y) 

是 s 的函数，与在五中的选取无关，称它为黎曼流形 m 在 
(/>，丑)的黎曼曲率,或截面曲率. 

我们知道，二维欧氏空间中曲面在一点的两个主曲率的乘积 

叫做曲面在该点的总曲率，或 Gauss 曲率 . Gauss 的一个“令人惊 

异”的结果说：曲面在 一 点的总曲率尽管是以外在的方式(即不仅 
用到曲面的第一基本形式，还用到曲面的第二基本 形式) 定义的， 
但是它只与曲面的第一基本形式有关，即总曲率 K 是 


K(E) 


(3.10) 




R 


1212 


K =—— 


(3* 11) 


g 


其中贫=发11《22 — 发? 2,而及1212如§ 1的 （1. 52) 式所定义，也就是 


dr 


dr 


122 


m 


+ Kr m - r h u r 


R 


(3. 12) 


1212 


9u l du 

利用这个事实可以给出截面曲率的几何解释.假定 
是 7 V ( M ) 的二维子空间.在点声取定一个正交标架卜山使五由 


2 h \ 


> 3 ,E 
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所张成.设是由这个标架在点/>附近决定的测地法坐标 
系.现在考虑从点出发， 并与五 相切的所有测地线构成的二维 
子流形显然* S 的方程是 


(3.13) 

并且 ( m 1 , M 2 ) 是子流形 *5 在/>点的法坐标 • S 称为在点户与£相切 
的测地子流形.我们要证明，黎曼流形 M 在（/>，五）的截面曲率 
K ⑻ 恰是曲面以具有从 M 诱导的黎曼度董)在/>点的总曲率. 

设 M 在点附近的黎曼度量是 


0 9 3 < r < 772， 


ds 2 = gij du'du^ ^ 


(3. 14) 


则它在 S 上的诱导度量是 


dJ 2 = g a fidu a du ff ^ 1 < 汶 ，/? < 2 , 


(3 - 15) 


其中 


ga^Cu 1 9 U 2 ) = 心（ “ 1 ，汉 2 , 0 , …， 0 ) 


(3. 16) 


因此 


_ 丄 ^gK 丄 __ 

2 I du 

_ 丄 ( ju ^ 

2 \ du 

由于（ V )和 (/) 分别是 M 和 S 在点/>的法坐标系，根据定理 2. 1 


Bu r du^ 




(3. 17) 


Bu y du 存 


得 


Pafir(p) = 尸 , >*(/>) = 0 


(3. 18) 


因此 


ar 


dPizx 


122 


及 1212( 夕 ） = 


+ r n r 2i2 - r\ z r 


2/1 


du 1 du 2 


B £ m \ 

3u l du 2 

由此得到， M 在 (/>,£) 的截面曲率是 

K(E) = — 


dr 


122 


J = 及 1212 (户乂 


(3. 19) 


及 （q f ^2 9^1 ， Q) 


R 


1212 




G (^1 f 02 9^1 9^2 ) 


S\\g22 — g\Z 
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R 


1212 


= K(p), 


— 2 


^11 g22 — gl2 


右端正是曲面 S 在点 /> 的总曲率. 

截面曲率的重要性在于下面的 定理： 

定理 3. 1黎曼空间 M 在点/>的曲率张量由在该点的所有 
二维切子空间的截面曲率唯一确定. 

证明设有四重线性函数及满足曲率张量 

R(X,Y 9 Z,W) 所适合的性质 (1) 〜 (3)( 见151页）,并且对于在点 

户的任意两个线 p 无关的切矢量都有 

R(X 9 Y 9 X,Y) = R(X,Y 9 X f Y) 

GCX f Y,X f Y) ~ G(X f Y f X,Y) f 

我们要诬明对任意的 X , l % Z , We 7 V ( M )， 有 

R{X,Y,Z,W) - R(X,Y 9 Z 9 W). 


(3.20) 


(3.21) 


若命 


S{X f Y,Z f W) = R{X,Y,Z,W) - R{X 9 Y,Z,W), 


(3.22) 

M S 仍是具有性质 （1) 〜 （3) 的四重线性函数，而且由 （3. 20) 式, 
对于任意的 x ， ye 7%( M ) 有 


5(mr) = o. 

这样， （ 3 . 21) 式等价于 S 是零函数. 

由 （3. 23) 式得到 


(3,23) 


5(X + z,y,x + z,y> = o, 


展开并利用函数 S 的性质则得 


5( x , y , z , y > = 0, 

其中是 7 V ( M ) 中任意三个元素.因此 

S(X ， y+ W ， Z,y+ UO = 0, 


(3.24) 


展开后得到 


S(X 9 Y 9 Z f W) + S(X,W,Z,Y) 


0. 


(3.25) 




利用性质 (1) 则有 
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- SCX f W,ZfY) = S(X,W,Y f Z) 
=-S{X,Z,Y,W) = S(X 9 Z,W 9 Y). 


5(X,y,Z,Ty) 




(3.26) 


由性质 (3) 我们有 

S(X f Y 9 Z f W) + S(X,Z,W f Y) + S(X,W,Y f Z) = 0 , 


因此 


IS(X 9 Y 9 Z,W) = 0. 


(3. 27) 


定理得证. 

定义 3. 2 设 Af 是黎曼流形，如果在点/>所有的截面曲率 
KOE ) 是常数(即与五无关），则称 M 在点是迷 向的. 

若 M 在点/>是迷向的，则 M 在/>的截面曲率可以记成 
K ( p > 9 因此对任意的； f , ye 7%( AO 都有 

R{X,Y,X,Y) =- K(pyGCX,Y,X f Y). 

根据定理 3. 1的证明，对于任意的 mwe 7^( M ) 则有 

R{X,Y,Z,W) =- K{p)G{X,Y,Z,W) 

所以黎曼流形在点/>迷向的条件是 

Riiklip) =■-— K(p)(g ik gji — giigj^(p ) 9 


(3. 28) 


(3. 29) 


或 


A)(/>) = -jRiiki(p)du k A du l =— K{p)6 t A 0j(p), 


(3* 30) 


其中 


0i = gij du J 

定义 3.3 如果 Af 是处处迷向的黎曼流形,并且截面曲率 
Kip ) 是 M 上的常值函数，则称 M 是常曲率空间. 

球面、平面和伪球面都是三维欧氏空间中总曲率是常数的曲 
面，因而是二维常曲率黎曼空间. 

定理 3. 2 ( F . Schur 定理）设 M 是 m 维处处迷向的连通的 
黎曼流形，如果 m >3, 则 M 是常曲率空间. 

证明因为 M 是处处迷向的，由 （3. 30) 式得 


(3.31) 
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(3.32) 


O i} = — Kdi A 

其中 K 是 M 上的光滑函数，汉如 （3. 31) 式给出 • 外微分 （3. 32) 式 


得 


da>= -diCA^ A d 厂 KAdifK dj+KdiKddi 


(3.33) 


但是 


= dg u A du J = {gik^) + gkM^) A du J 


=(^> r + ^i>) A du J , 


其中 


= 厂山 / • 

由于 Christoffel-Levi-Civita 联络的无烧性， 

(o j{ A du j — V ji k Au k A = 0^ 


w ij = gjk 


所以 


d 8 i — A du j = ^ t \ 0 j . 

另一方面，根据 Bianchi 恒等式(第四章定理 2. 2) ， 

dfi , 产 d(X3/ • g tj ) 

= d !3 / • gtj + O t l A dg h 


(3*34) 


(4 A 從 - A* A 4) • 沿 ； + D/ A ( 叫 > + %) 




( A + O ik A 


(3* 35) 


因此 


l\ d k f\ dj — Kdi A A 

= - Kd$ { A 6j + Kdi A ddj. 

将 (3. 36) 式和 （3. 33) 式相比较，则得 

d/C A Bi A &j = 0. 

因为 {ft } 和 { d 幻都是局部的余标架场，故可设 


dO ； i = — 


(3.36) 


(3 - 37) 


2>况 

1=1 


dK 




因为 w >3, 任取三个指标1</</<々<埘，则有 

A di A 6j = dK A Oj A ^ = dK A Oi A 


= 0 , 
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Gauss-Bonnet 定理 


Gauss-Bonnet 定理是大范围微分几何学的一个经典定理，它 

建立了黎曼流形的局部性质和整体性质之间的联系.本书只证明 

二维黎曼流形上的 Gauss - Bonnet 定理. 

设 M 是定向的二维黎曼 流形. 若在坐标域上取定向相符 
的光滑的标架场 , e 2 } ，其对偶标架场是 {沪， d 2 ) ，则黎曼度量是 

dj 2 =： g.. Q*Qi y 1 《 i，j <2, 

G ( e “ e ). 根据黎曼几何基本定理，存在唯一确定的一组 


(4. 1) 


其中 


gij 




一次微分式 W ， 使得 


cld 1 — A ❼ 、 = 0 ， 

C ^«7 = Sik G) + gkj 

由沒 i 定义了 Af 上的 Christoffel - Levi-Civita 联络 

De { = d]e j% 


(4.2) 


(4.3) 


联络的曲率形式是 


^ = dOi — d k { f\ 6 J k 


(4. 4) 
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因此 〆=() 即 


dK = 0. 

因为 M 是连通流形，所以尺是 M 上的常值函数. 


(3. 38) 


I 设 


_ ( ck 1 ) 2 + …+ ( d « m ) 2 

1 + 心 “ 1 ) 2 + …+ ( u m ) 2 ) 

4 

其中尺是实数，则以 ds 2 为度量形式的黎曼空间是常曲率空间，截 
面曲率为 K (留给读者证明). 

C 3. 3 9)式是黎曼 （ B . Riemann ) 于 1854年在德国 Gottingen 

大学发表的就职演讲“论几何学的基本假设”中给出的，这篇演讲 

创立了现在所称的“黎曼几 何”. 


d ^ 2 = 


(3. 39) 





4 


OS 


命 仏=邙队, 则由 § 1 的 （1,46) 式， a , 是反对称的.现在指标 d 
只取 1 , 2 这两个整数值，所以在曲率形式 a ； 中不为零的只有 a 2 . 

我们要考察认 2 在局部标架场改变时的变换规律.用 n 表示 

曲率矩阵(疗）,设 


发 11 gu 


G = 


(4.5) 


茗21 贫22 


若 ( Z ，<)是定义在坐标域 W 匚 M 上定向相符的局部标架场，当 U 
nw 关0时，在 c / fiw 上则有 






■■■■ A 

—* -Tl 


(4-6) 






其中 


A = 


det >1 〉 0 


用 G ，汀记关于标架场 (4 ，<)的相应的量，则有 

A • G • VI, 

其中第二式就是第四章§ 1的 （1. 29) 式.因此 

O f • G f = A • {O * G) • 


G 


f 


A~\ 


A 


(4.7) 




% 




(4-8) 


0 O 
一 12; 


n x 


o 


= A 


VI , 


— 0 


0 


所以 


0[ 2 = (det A) • O l2 


(4* 9) 


从 (4. 7) 式还得到 

S f ~ det G f — (det >1) 2 • det G = (det A^) z 


茗， （4_ 10) 


因此 


n 


n 


(4. 11) 


g 


g 
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这就是说，仏 2 / vr 是与定向相符的局部标架场的选取无关的 ， w 
而是定义在整个流形 M 上的二次外微分式.若取与 M 的定向一 
致的局部坐标系 A 设是自然基底，则 


^12 = ~Ri2ki du k A du l — R U i 2 du l A d“ 2 . 


所以 


n 


R 


du l A du 2 = — Kdaj 

其中尺是流形 M 的 Gauss 曲率， d < y = Adtt 2 是 M 的有向 
面积 元素. Gauss-Bonnet 定理要研究的就是二次外微分式 Kda 在 

M 上的积分. 

若 h ， e 2 } 是与 M 定向相符的局部正交标架场，则 

1，所以 


1212 


(4. 12) 




g 


g = gng 22 — 


gn 




Kda = — Q 


(4. 13) 


12 


另一方面由 § 1 的 （1.47) 式, 


iT2l2 = d0 12 + 没 ’ t 八汐 2 ,; 

因为这时 W 是反对称的(见§ 1定理 L 2的注记 2), 所以 


•^12 = ^^ 12 ， 


(4. 14) 


其中 d u = D ei • e 2 . 根据 (4. 13) 和 (4. 14) 两式得到 

Kda = — d 汐 

要指出的是,在开集 t / CZM 上只要存在光滑的、定向相符的正交 
标架场 h 必 } ，则在 f / 上就存在联络形式的 2 ，因而就有 (4. 15 ) 式. 

在定向的二维黎曼流形上,光滑的、定向相符的正交标架场是 
与流形上处处不为零的切矢量场相对应的.实际上，在标架场 

( e i * e z ) 中切矢量^是将 A 根据 M 的定向旋转90。得到的，所以定 
向相符的正交标架场 h 而 } 等价于单位切矢量场^ 

我们把切矢量场的零点称为它的 奇点. 在此先说明切矢量场 
在奇点的指标的概念.假定在开集 t / 上有一个仅以点 f 为奇点的 
光滑矢量场 X ，即当 q ^： U — {/>}时 t X q ^0, 于是在 f / — {/>}上有一 


(4.15) 


12 
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个光滑的单位切矢量场 


X 


(4.16) 


= 


XI ， 


它在 t / 一 {/>} 上决定了一个与 M 定向相符的正交标架场{&，〜}. 
因此，如果{^，^}是在 C 7 上给定的与 Af 定向相符的正交标架场， 

则可设 


<2! = 6 i cos a + ^2 sin a, 

a 2 —— e x sin a + 石 2 cos a ， 


(4.17) 


其中 ct — Z _ i . e \ ，^)是从 ei 到 〜 的有向角.显然， a 是多值函数;但 

是在每一点4的各个值之间只差的某个整数倍，所以，根据标 
架场和矢量场的可微性，在每一点的一个邻域内总可得到《的连 
续分支.这样得到的单值函数在这个邻域内是光滑的，而且 a 的不 
同的连续分支之间只差 27 T 的某个整数倍.命 


= Dai 


(4.18) 


， 


12 


则由 （4, 17), (4.18) 及 Dq • 心=久 2 得到 

<o u = da + 

设乃是包含点/»的单连通区域，它的边界是光滑的简单闭曲 
线 C =3£)， 根据第三章§ 4 ,它具有从 M 诱导的 定向； 设 C 的弧长 
参数是增大的方向与 C 的诱导定向一致，且 C (0)== 
ca ). 由于 c 的紧致性，它可以用有限多个邻域覆盖住，而在每个 
邻域上存在《的连续分支，所以，在 C 上存在连续函数《= 〆 ^, 

•但一般来说《(0)关而且这样的连续函数之间只差 

2^的某个整 数倍. 由微积分基本定理得 


(4. 19) 


12 , 


a(L) — a(0) = 

但是《(1*)和 a (0) 是在同一点 C (0) 的矢量^与之间的有向角, 

所以（ 4 . 20) 式的左 端是以 的整数倍，而且它与连续分支《( 5 )的选 
取无关，也与标架场 a } 的选择无关. 

我们要证明 U . 20) 式的数值不依赖于包围点户的简单闭曲 


da . 


(4. 20) 
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线 C 的选取.设有另一个包含的单连通区域 AC Z ) ，命= 

，则 jd - 是 m 中的带边区域，它的具有诱导定向的边界是 

■ 

c- C / A 根据 (4. 19) 式及 Stokes 公式则有 


Q 


da = 


co 


12 


12 


C _ C | 


4 


c-c x 


ki 




CO 




12 


12 


d-d y 


c—q 


Kda 


(4.21) 


如 12 + 


C 一 C| 


D-Dj 


右端显然与标架场 h , e 2 } 在 A 上的选取无关，故不妨取 

a ,，/= l ，2，这时，々）= ()，而 (4. 21) 式仍然成立 • 所以 


e t — 


Kda = 


da = 0 


o > 12 + 


c-c } 


D-D^ 


C ~ C l 


代入 （4, 21) 式得 


da = 0, 


da 


da 




c 


c_c 


c x 


设 X 是以点 /> 为孤立奇点的光滑切矢量场，设 U 
是 Ap 的坐标域，使 f ； 中除点/>外不再含有 x 的奇点.则根据上 
面的构造所得的整数 


定义 


_ 


Ip = ™[a(Z.) — a(0)] 

与包围的简单闭曲线 C 的选取无关，也与 C / 上与 M 定向相符 
的标架场 h , e 2 } 的选取无关，称为切矢量场 X 在 p 点的 指标. 

在直观上，指标表示切矢量场 X 围绕奇点的旋转的次 


da 


(4. 22) 




2 n 


c 


数 


将 (4. 19) 式在 C 上积分，则得 


①这里用了拓扑学中“链”的记法,实际上 C - Ci 代表 C 和反向的的并集，参 
见参考文献[ 18 ]. 
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Kda 


(O 


12 


2 丌 


2 丌 


2n 


c 


c 


D 


因为 Gauss 曲率尺 在点/>是连续的，当 D 收缩为一点时，积分 


Kd<r ^ ► 0 ； 




2 tc 


D 


然而 


da 是常数心，故 


2丌 


c 


2 n l c ^ 


h 


(4.23) 

定理 4 . 1 ( Gauss - Bonnet 定理） 设 M 是紧致的定向的二维 

黎曼流形，则 


W 




12 


C 


P 


Kda — ^(Af ) ， 


(4.24) 




2 丌 




其中 Z ( M ) 是流形 Af 的 Euler 示性数. 


证明在 M 上取一个只有有限多个孤立奇点的光滑切矢量 
场 X ，其奇点是在每一点/>,取一个 e - 球形邻域 A , 这 
里 e 是充分小的正数,使每个 A 除 A 外不再含有 X 的奇点.命 C 

= BDi 


C 是具有从 M 在 A 上决定的诱导定向的简单闭曲线.这 

样，由切矢量场 X 在 (J A 上决定了定向相符的光滑的正交 

* 


I 9 


标架场 h =X/ IXI .设 


&i 2 = De l 


(4. 25) 


亡 2 ， 


由 （4. 25) 式可知在 M-[jD t 上有 


d^ 12 = X2 


— Kd<r 




12 


根据 Stokes 公式，则得 




Kd ( T — — 


d 没 


12 


w 


M—U 众 


§ Jc , 


汐 12 


0 i 


(4.26) 

ig A 的边界在集合的意义上与 （ JA 的 




2 


i^iJ 如,- 


这里要指出 一点 ： Af — 


Ki^r 
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边界是一致的，但是前者在边界上诱导的定向恰好与 

* I . 

t I 

的定向相反.上面的第二个等号用了这个事实. 

因为正交标架场{^心}实际上在 A /— (J {/>,} 上有定义，所以 

! 

( 4 . 26) 在 e —0 的过程中始终是成立的.由于尺是在整个 Af 上定 
义的连续可微的函数，所以 


lim 


Kd<r = Kda 


€-►0 


Af - U a 


而 (4. 26) 式末端在 


0时正是&(见 （4. 23) 式），因此 

/ = 1 

±1 

上式的左边与切矢量场 X 无关.我们在流形 Af 上造一个特 

殊的切矢量场：取他的一个三角剖分（因为从是紧致的，它是可 

剖的 [14] )，造光滑的切矢量场 X ，使它以上述剖分的各维面的重心 

为奇点，并且使它在二维面、 一 维面及零维面的重心处的指标分别 
是+1，一1和 + 1( 如图11所示).因此 

2 ’ 朽 = f — e + v = X(M) , 


(4.27) 


2丌 


Pi 


M 


(4.28) 
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其中 f . e . v 分别是 Af 的剖分的二维面 、一 维面和零维面的个数 • 


所以 


Kda = XCM) 


2兀 


在上面的证明中我们已经得到 Hopf 的指标 定理： 

系 设在紧致的定向的二维黎曼流形上有一个光滑切矢量 

场，其奇点个数有限，则它在各奇点的指标和等于该流形的 Euler 
示性数， 


注记由上面的系可知，紧致、定向的二维光滑流形上有处处 
非零的光滑切矢量场的必要条件是：该流形的 Euler 示性数为 
零.反过来，由二维流形的分类，如果一个紧致、定向的二维光滑流 
形的 Euler 数是零，则它必可微同胚于环面，因此，必有处处非零 
的光滑切矢量场. 

Gauss - Bonnet 公式可推广到带边界的情形.设 C 是 M 上一 

条光滑曲线, q 是 C 的单位切矢量.取 C 的单位法矢量 a 2 ，使{^， 

心}决定的定向与 M 相符,因为 和化 共线,故可设 


Da x 


k 


(4,29) 

k g 称为曲线(：的测地 曲率. 显然 , c 是测地线的充分必要条件是 

k g ^ 0. 

假定 Z ) 是定向的二维黎曼流形 M 上的紧致的带边区域，边 
界 a /) 由有限多条分段光滑的简单闭曲线组成，它有从诱导的 

定向•设 3 D 在各角点的内角是％则有 Gauss-Bonnet 

公式(见附录一） 


^2， 


ds 


习 (7C - 巧 )+ J^^ds + JpCda 


= 2冗 乃）， (4. 30) 


其中匕 是沿 3 D 的测地曲率, ； l ：( D ) 是区域 /) 的 Euler 示性数. 

如果 D 是 M 上的测地三角形, ao 是由三段测地线组成的闭 

曲线，则 Z ( D ) = 1， 故 (4. 30) 式成为 
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+ ^2 + ^3 — 


Kda 


(4.31) 

这推广了定理“平面上三角形的内角和等于 180 ow . 当是球面 

时，公式 (4. 31) 是 Gauss 得到的. 

仔细地分析 Gauss-Bomiet 定理的证明，不难发现关键是把 
M 上的二次外微分式 Kd < r 表 示成一 ci 〜，而后者是在 M 的标架丛 
上考虑的，也就是在 Af 的球丛 ( M 的单位切矢量构成的纤维丛) 
上考 虑的. 这样，原来在 Af 上的积分就转换成在球丛的截面上的 
积分，然而球丛的截面（即单位切矢量场）未必存在，于是通过 
Stokes 定理化为绕奇点的积分，得到矢量场在奇点的指标.上面 

的想法在证明高维流形上的 Gauss - Bonnet 定理时得到充分的体 


K = 


现. 


设财 是加维 紧致的定向黎曼流形•设是局部 

的单位正交标架场，对偶标架 场是⑽ 联络形式和曲率 
形式分别是吻和考虑2«次外微分式 

0=( 一 1 ) w 


O .八 

则与局部单位正交标架场的选取是无关的，因而它是在从上大 
范围定义的2«次外微分式 • 12可以记成 

O = Kda f 

其中 dcr = A A … A ^是 A / 的体积元素， A ： 是 M 的 Lipschitz - 
Killing 曲率 


A A 


， (4* 32) 




2 2 ” 扩 72 I 


2n — \2n 


(4.33) 


K = 


2 2 "(2价！\1__.^^从 


R . 




(4.34) 


« _ ■ 


2n — —】 


* 


Gauss-Bonnet 定理说 


Kda = X(M) 

证明这个定理的关键是在 A / 的球丛 ( M 的单位切矢量构成的纤 
维丛)上把外微分式^表成—个 2n — i 次外微分式 / T 的外微分 • 

n = dn 


(4.35) 


M 


(4.36) 
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其详细的证明可见 s. S_ Chern ， “A simple intrinsic proof of the 

Gauss-Bonnet formula for closed Riemannian manifolds ”， Ann . 

of Math . , 45 (1944), 747—752* 
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第六章李群和活动标架法 


§1李 群 


实数域有很丰富的结构 ，一 方面它有代数结构,可以进行加、 
减、乘、除等四则运算;另一方面它有拓扑结构和微分结构，可以进 
行连续性和可微性的讨论.本节要讨论的李群就是群的结构和微 
分结构的复合体.在这里我们只简单地介绍李群及其李代数的一 
些基本概念. 

定义 1.1 设 G 是一个非空集合.如果 

(1) G 是一个群(群的运算记作乘法）； 

(2) G 是 r 维光滑 流形； 

(3) 逆射 r : G — G ， 使、以及乘法运算灼 GXG - 
G ， 使 ( p ( g l , g 2)= g l - 心，都是光滑映射，则称 G 是一个 r 维 李群. 

因为 r '- id ： G - G (即 r 2 (客）=尽），所以逆射 r 是 G 到自身 

的可微 同胚. 另外， G 还有右移动和左移动两组可微同胚，定义如 
下： 设 贫在 G 上产生的右移动是札 ： G — G , 使 

R g (x) = <pOo ， g、 == 


( 1 . 1 ) 


g\ 


左移动是 G — G , 使 


L g {x) = 机 g ， x) 

因为 Ar 的逆映射是 k - i ，&的逆映射是及。，所以 A 和都是 
G 到自身的可微同胚. 

例1及”关于矢量加法成为一个 n 维李群. 

维环群 r *. 

在及"中取71个线性无关的矢量〜，它们生成的格是 


( 1 . 2 ) 


g 




X 


例 


(2 

1 = 1 


/ e z) 


L ~ 


= Z % 


(1. 3) 
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这是加法群，是 及” 的子群.环群 r ” 是商群 ir / Zo 在拓扑上它是 

维环面，所以它是 n 维紧致李群. 

若 , g 2 是两个李群，在积流形 g 1 x g 2 上定义运算 如下： 设 

(七，《2) ’（办 1，厶 2) XG2 ，命 


n 


(i. 4) 

则 G x XG 2 关于运算 (1. 4) 成为一个李群，称为李群 G 和 G 2 的直 


(a l3 a 2 ) # ( 办 1 ，办 2 )=(… • b XJ a 2 • 6 2 )， 


积 


自然， 一 维环群 r 1 可以看作平面及 2 上的一个 圆周^ = { e 1 ^} 
兰及 Vz 1 ， 所以 《 维环群就是 n 个圆周的 直积： 

r ” 兰义 X…X SUn 个） • 

例3 —般线性群 GL(W 及)和 GL (« iC ). 

GL («; if ) 是 W X W 阶非退化实矩阵所成的集合，群运算是矩阵 

的乘法.因为 GL (« ; JO 是 if ” 2 中的开子集，因而它有从 JT 2 诱导的 
微分结构.设 


(1. 5) 


A — f B = (B】）e GL(rifR ), 


则 


n 


(z •邱 = 2 ^Bi ； 


( 1 . 6 ) 


是 =1 


右端是 矩阵乂 和万的分量的多项式，所以映射 

= A m B 

是光滑的.此外, a — 1 的元素是分量4的有理分式,所以逆射也是 
光滑的，因此 GLOni ?) 是李群. 

同样⑺ Xn 阶非退化复矩阵所成的乘法群 GL ( n ; C ) 是 2 n 2 维 


(1. 7) 


李群 • 


例 4 GL (1; C ) 是非零复数构成的乘法群，又记作 C *. 在拓 

扑上 C ** 和及 2 — {0} 是一致的，其元素 x + iy 的坐标是 Cr ， jy ) ，因此 
c # 是二维光滑流形. 


设 


+ i >， a = l ，2, a 关0,它们的乘法用坐标表示则是 

(工 l ， Jl ) • (工2，，2) = ( A 工2 — 3^2,工 1>2 + I 2 ： Vl ); ( I * 8) 


Za~X 


a 
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元素; + 的逆是 

(x，}) — 1 = 


(1. 9) 


+ y 


显然乘法运算和逆射都是光滑的 ，< r 是二维李群 • 

例5设 G 是李群，//是 G 的子群•如果 H 是 G 的正则子流 

形，则可 证明： 映射 


9 


H X H — H CG ， 

都是光滑的(请读者自证，可参阅参考文献[3,第83页 ]X 


HXH- 


设 


SL(w ；/ f ) — {A\ G GL(w * f R) ，det A = 1} f 
0( n ； fi ) - {A I e GL(n；R),A = /}, 

其中 / 表示单位矩阵，即 GL ( n ; in 的单位元素.则 SL (« ; m 和 
O(mR) 都是 GL ( n ; 及)的子群，并且是 GL ( n ;«) 的正则子流形， 
所以它们都是李群. SLGnJf ) 和0(«4)分别称为特殊线性（或么 
模)群和实正交群. 

设 G 是 r 维李群，单位元素是 e . 因为对每一个 aeG ， 足^是 
G 到自身的可微同胚，且 (<2)= e ，所以切映射 (兄 - i ) * : Q a ~^Q e 

是线性同构，这里 G a 表示流形 G 在点 a 的切空间•设，命 

co(X) = (m 

则如是定义在 G 上、取值在 G , 中的一次微分式，称为李群 G 的右 

基本微分式 ，或 Maurer-Cartan 形式. 若在 G t 中取定基底次， 

< r ，则可命 


( 1 . 10 ) 


如= 2 w 次， 

其中 o /( l </< r ) 是李群 G 上 r 个处处线性无关的一次微分式. 

现在我们求&的坐标表达式.分别取点 e 与 a 的局部坐标系 
( c / a )， o ^ y ) •因为央的连续性，当 c / 充分小时必有 a 的邻域 

匚 W ， 使得 # t/x V ^) c : w / •取次= 


( 1 - 11 ) 


d 


，命 


dx l 1 1 
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f’0 ，： v) = y 。 <p{x y y) , ( 工， : V) ^ U X W 1 

那么线性同构 OO *: G t — G a 由下式 给出： 


a 


>=1 

因为（尺 r 1 )* 。 0?丄 = id : 所以 


( 1 . 12 ) 


3 x f 


d 


2 次⑷心， 

j=l 

的逆矩阵.因此 


( Ra -0 


其中矩阵(次 U )) 是 




^ = y^il l > (a)dy 

JS- 1 

从表达式可知 O / 是光滑的一次微分式. 

定理 3 U 1 设 A G — G 是光滑映射. a 是李群 G 的右移动的 
充分必要条 件是： 它保持右基本微分式不变，即 


(1. 13) 


a " a / = of j 1 ^ ^ 


r. 


证明设^是右移动 /^， xeG , 则对任意的 xec a 有 

(R x )*oj(X)= w((R x ),X) 

= iR 


1)* o (R 上 X 

= (R a -0 *X = ⑴（ X )， 


Cax) 


所以 


(RJ 


( 1 . 14 ) 


反过来，假定 < r 保持右基本微分式不变.因为 Pfaff 方程组 


如’（“）=办）， （ a ，厶 ） 6 G X G , 1 < z < 


( 1 . 15 ) 

在流形 GXG 上决定了一个 r 维平面场，因此它的 r 维积分流形 
是唯一的.现在，映射 tr : G — G 保持右基本微分式不变.所以 


r . 


a /( X ) = a / da ^ X ), 

其中 X € G a ，o • X € G a ( a y . 这说明映射给出了方程组 （1. 15) 的、 

经过点 ( e ， a ( e )) 的 r 维积分流形.此外右移动足⑷也给出了满足 
相同初条件的 r 维积分流形，所以由唯一性得 
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ex = R 

d (第三章定理 2. 6), 所以 do / 仍在右移动 




因为 d 


a =<t 


o 


下不变.若命 


XX〆 A w ， 

jfk=l 


( 1 . 16 ) 


c) k + ^ = 0 


因为 o / 和 do / 都是右不变的，所以匕是常数，称为李群 G 的结 

构 常数. 方程 （L 16) 称为李群(？的结 构方程 ，或 Maurer - Cartan 方 


程 


定理 1.2 结构常数匕适合 Jacobi 恒等式 

r 

^ c jk ~h c jk c \k H - c ji ^ih ) 

证明外微 ^(1.16) 式得 

2 c) k ( d ^ 八 a / — W 八 da /) 


( 1 . 17 ) 


0 




0 = —— 


2 c W〆 A 


A ^ 


j,k ， h 9 i 


2 2 ( c % cJ M + c) k c J u + c ^ a / 八 a / 八 a /, 

V k ， k ， l=l >=1 

而括号内的式子关于 A , A ,/ 是反对称的，于是得到 (1. 17) 式. 

注记结构常数的重要性在于决定了局部李群的结构.所谓 
局部李群 y 是一个光滑流形，并且对某 个元素 v ，有一个从 
( e ， e ) 在 VXF 中的邻域 W 到 V 的光滑映射，记作 ( x 9 y ) 
y , 它满足下列 条件： 

(1) 若取，则 e • 3^=3^;若 ( x ， e)e W ， 也有工 

(2) 若 ( 尤 ， j0 ， （ _y ， 之 ）， Cr • y^z) , ix y y * ，则 

ix • y ) 

元素 e 称为局部李群 y 的单位元素. 

局部李群和李群的区别在于它的乘法只定义在单位元素 e 的 


X 




e = x ; 


(:V • 之） 


z 


_ 


X 




參 
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近旁.显然李群也是局部李群_对于局部李群同样可定义 Maurer- 

Cartan 形式和结构常数.我们有下面的 

定理 1.3 若 r 3 个常数匕满足条件 


jk 




(1. 18) 


7-1 


+ c) h c\ k + c) t c J kk ) 


0, 




jk^hi 


则存在 r 维局部李群 V 以 & 为结构常数，而且任意两个这样的局 

部李群是同构的（定理的证明可参阅参考文献 [9]). 

定义 1.2 设 X 是李群 G 上的光滑切矢量场.若对任意的 a 


6 G 都有 


( RJ*X = X ， 


(1. 19) 


则称 X 蚤 G 上的右不变矢置场 

任意取切矢量 X 6 G ,， 命 


X a = (R 丄 

则得 G 上的光滑切矢量场 X . 显然,右基本微分式在 X 上的值 
是常值，即 


(1.20) 


co ( X ) = X e 


(L21) 


由定理 1.1 得 


(X) = ((^)^>(X) = o>aR a ).x ) 9 


所以 


mx = x ， 

即 (1. 20) 式所定义的切矢量场是右不变矢量场. 

用 X ,表示 d i € G e 经过右移动产生的右不变矢量场，则 
兄是 G 上处处线性无关的切矢量场，而且 G 上任意一 

个右不变矢量场必是 X 的常系数线性组合.因此 G 上右不变矢 

量场的集合构成 r 维矢量空间，记作笼，它与 G 是同构的. 

由 （1.21) 式得 


⑴ （XJ = 8‘， 
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— < Xj fCo ') = 

所以右基本微分式和右不变矢量场 恰好 

构成李群 G 上彼此对偶的余标架场和标架场.因此, G 上的切矢 

量场 X 是右不变的充分必要条 件是： 右基本微分式在 X 上的值 
是常数. 


( 1 . 22 ) 


定理 1 . 4若是 g 上的右不变矢量场，则 [ X ， y ] 仍是 g 
上的右不变矢量场. 

证明根据第三章定理 2. 3, 

cW ( x ， y ) = X ( ym ) - Y { XM ) - <[ x , yi ,^>. 


(1.23) 


从结构方程 （1.16) 得到 


L j,k=\ 


< w ( m =— 


=— ^( X ) a } k ( Y ) 




因为是右不变矢量场，所以 

(X) = const, 6 e/ (Y) 

于是由 （L 23) 式得到 


const 




’（[ m ) = y ] c ik (o i (X)a^(Y) 


( L 24) 


const ， 




j ， k= 1 


这意味着 [x , y ] 是右不变的. 

定理 1. 4 说明，光滑切矢量场的 Poisson 括号积在溪中是封 
闭的，因此定义了沒中的乘法运算.这种乘法运算满足下列条件 

(第一'章 § 4>: 

(1) 分配律 

IjZiXj -|- CI 2 X 2 iiY~\ = d\\_Xi +<? 2 [^ 2 ，^"]; 

(2) 反交换律 


[ x , y ] =- [ y , x ]； 


(3) Jacobi 恒等式 
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[ x ,[ y , z ]] + [ y ,[ z , x ]] + [ z ,[ x , y ]] = o . 

一个 n 维实矢量空间如果有满足分配律、反交换律和 Jacobi 

恒等式的乘法运算,则称它是一个《维李代数•例 如： 三维欧氏空 
间关于矢量的叉乘成为一个三维李代数;流形财上全体光滑切矢 
量场关于 Poisson 括号积成为无限维李代数.这样，定理 1. 4说明 
李群 G 上全体右不变矢量场所构成的矢量空间溪是一个 r 维的 

李代数.我们把李代数@叫做李群 G 的李 代数. 

李群的结构常数给出了李代数麥的乘法表.实际上，由 

(1. 24) 式得到 




所以 


[ u ] = 24足 

r=l 

结构常数匕关于下指标的反对称性和 Jacobi 恒等式对应于括号 
积 [ ,]满足反交换律和 Jacobi 恒等式 • 因此，如果命 


(1.25) 


i=i 

则 G 也成为 r 维李代数.这样， G , 和溪作为李代数是同构的.通 

常也把 G 关于 (1. 26) 式定义的乘法构成的李代数叫做李群 G 的 
李代数. 


(L 26) 


注记完全类似地可以讨论李群 G 上的左基本微分式 S 和 
左不变矢量场.设 


5 >= a) 1 

i=\ 


% 


CL 27) 


且 X ,是次经左移动产生的左不变矢量场，那么 

益 （ X ,) = ( Xj ^) = d ；\ 


(1.28) 


设结构方程是 


X 1 〜 i 〜 
，*=1 


dS* = 


MS *， 


(1.29) 
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则 


[ U *] = 2 4 

i=l 

经过简单的计算可知，结构常数4和&只差一个符号，即 


x r 


(1.30) 


=— c 、k 


(L 31) 


(留给读者证明). 

要注意的是，利用右不变矢量场的括号积和左不变矢量场的 
括号积在 g 上定义了两个乘法运算，分别记作 [ ,: k 和 [ ， ] 右. 即 • 

[成，占)]右= [ U )]” 


(1*32) 


[ 氏， 4] 左 = \^x X j^\ e 

由 （1. 31) 式得知，这两种运算差一个 符号： 

[ a _ ，^;.]右= _ [戌， 〜]左 

本书把叫做李群的 G 的李代数时，其乘法运算是 (1.26) 式给出 

的，即用的是 [ , ] 右. 

例6计算一般线性群 GLOi ; i ?) 的结构常数. 

GL ( n ; 及)的元素是阶非退化的实矩阵.设 A =( Ai)e 
GL OJ )， 则是流形 GL («; Jf ) 上的坐标系，所以 


(1. 33) 


dA ( l <£，）< w ) 给出了 GL (； i ; Jf ) 上的余标架场 ,tM = ( cL 4/) 是 
GL ( mR ) 在点 d 的任意的切 矢量. 所以 GL ( w ; if ) 的右基本微分 


式是 


= dA • A~ l 


(1.34) 


外微分 (1.34) 式，得 


da) ~ — d^4 A dA -1 = A 

用 glOui ?) 记李群 GLOij ) 在单位元素单位矩阵)的切空 

间，这是维矢量空间 JT 2 , 其元素是 ” x n 阶实矩阵.在这种表示 
下， gl (”; IO 的基底是 Ei , , j < n 其中 纪表 示在第 ） 行、第*•列 
交叉处的元素为1，其余元素是零的 « Xn 阶矩阵.因此可命 

n 

⑴ 

|»>=1 


(1.35) 


(h 36) 
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由 （1,35) 式得 


XX 八4 
1 

7 S (鮮饮― 


户，殳， r ， s = 1 


所以李群 GL ( n ; «) 的结构常数是 


(1"> 

(声，方）（疒，分) 


畴；+ <吹 


(1* 37) 






李代数 glOl ; i ?) 的乘法表是 


[£f ，£:] = <£:- d ： E ； 
设儿 B € gl (/ z ; i ?), 用分量表示是 


(1. 38) 


(珥）= I ] 戽纪， 


A 




s 邮;， 


B = (B q r )= 


r^q= 1 


根据 （1.38) 式则得 


[A ， J5] = B * A — A * B 


(1. 39) 

定义 1.3 设 G , i / 是两个李群•若有光滑映射 /: h — G , 它 

又是群的同态 ，则称/是从李群 //到 G 的同态 .若/ 还是 可微同 
胚 ，则称/是李群 //到 G 的同构. 

定理 1. 5 设/: H—G 是李群//到 G 的同态，则/在它们 
的李代数之间诱导出同态 /.: # 

/* 是李代数的同构. 

证明用 /•表示光滑映射/的切映射，首先我们证明 /* 把 
李群//上的右不变矢量场映入到李群 G 的右不变矢 量场. 任取 

足 6 H f , 命 




@•如果/是李群的同构，则 


^ t — f ^ X e ^ G r , 

其中 e 是 H 的单位元素， F =/0) 是 G 的单位元素.命分别 

是 x 和在各自的李群上生成的右不变矢量场，则对任意的 
€ H ， 有 


a 
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j\x a = j\ 0 (/^), 。八 x = 

其中 a = f ( a ). 因此 H 上的右不变矢量场在 / •下的像可以拓广 
成 G 上的右不变矢量场，我们把这种对应仍记作 /* :逆 57 

此外，切映射 /* 和 Poisson 括号积是可交换的，所以对， 




x 2 e ， 有 


f.ix^x 2 \ = [y,,y 2 L ， a e h ， 

其中 y , 是由 /* x 在 g 上拓广所成的右不变矢量场.所以 /* : 
邊 r — 索是李代数的 同态. 

当/是李群的同构时，/«也是可逆的，所以 /.: 邊〜*多是李 

代数的同构. 

定义 1.4 设 i/,G 是两个李群, Z / CZG . 如果 

(1) H 是 G 的 子群； 

(2) 嵌入映射 id : H—G 是子流形， 

则称 H 是 G 的李子群. 

在例5中已经提到，如果 H 是李群 G 的正则子流形，而且 H 
是 G 的子群，则//必定是李群,因而是 G 的李子群.如 SL ( n ;/0 
和 OOz ; JO 都是 GLOi ; J ?) 的李子群•但是 ，一 般说来李群 G 的李子 
群 H 不必是 G 的正则子流形. 

例 7设 G = r 2 . 取无理数 or , 命 

H = {(t,at) f t G R}/L y 

其中1={0| 1 ，； 12 ),叫€2},则//是<^的李子群，但是//不是(^的 
正则子流形. 

根据定理 1.5, 因为嵌入映射 id : H—G 是李群的同态，因此 
它诱导出李代数#到麥的同态.因为是 G , 的子空间，所以 

G e 中的李代数乘法 (1. 26) 限制在上是封闭的. 

一般线性群是典型的李群，它的结构已在例6作了计算.因 

此，我们经常通过一般线性群来研究 李群. 设 G 是 r 维李群，我们 
把李群 G 到 GL ( n 的一个同态称为李群 G 的一个《次表示.每 
一个 r 维李群都有一个自然的 r 次表示 —— 伴随表示. 
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设 xeG ， 命 


a〆 贫） = xgx - 1 = L x 。 R x -i(g), 

则 A 是李群 G 的自同构，称为 G 的内自同构.根据定理 1. 4,^的 
切映射(~) * 给出了李代数 G 的自同构.记 

AdU) = (« 丄： G t — G t 

Ad Cr ) 是作用在线性空间 C , 上的非退化线性变换，所以，它是 

GL ( nR ) 中的一个元素，于是得到映射 

Ad : G OL ( r ； fi )* 

显然 Ad 是群的同态.因为任取 zaeG ， 则 

AdCr • y)= (a ㈣）* 


(1. 40) 


(1. 41) 


). = AdCr ) 。 Ad (, y ). 

若用局部坐标表示， Ad 是用局部坐标的光滑函数给出的，因此 
Ad ： G — GL («4) 是李群的同态. 

定义 1. S 用 （1. 41) 式给出的李群的同态 Ad : G — GL ( r ； i ?) 

称为 r 维李群 G 的伴随表示. 

由定理1.5,伴随表示 Ad ： G — GLO;iO 的切映射诱导出李 

代数 G , 到 glO ;«) 的同态 ad ， 称之为李群 G 的李代数 G 的伴随 
表示. 这时， gl ( niO 看作 G 到自身的线性变换的集合.对于任意 
的 XeG ,， 则 adOO 是作用在&上的线性变换.在下一节要 证明: 

ad ( X ) .y =- [x,y] 




(1. 42) 


§2 李氏变换群 

变换群在几何中是十分重要的•根据 Klein 的观点，几何学研 
究的对象正是图形在一定的变换群作用下保持不变的 性质； 由于 
所考虑的变换群不同，就有欧氏几何、仿射几何和射影几何等各种 
不同的几 何学. 李群在流形上的作用，即所谓的李氏变换群则是上 
述典型变换群的推广，这对近代微分几何学产生重要的影响. 

设 M 是 m 维光滑流形.若有光滑映射内 RXM -* 


定义 
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M ， 对任意的记 


<Pt(p) = ， P ) ， 


它们满 足下列 条件： 

(1) Po (户） =/>; 

(2) 对任意的实数 
则称及 光滑地(左)作用在流形 M 上，或称％是作用在 A / 上的单 

参数可微变换群. 

显然， A : M—M 是光滑映射.根据上面的条件立即可得 fr 1 
即每一个％都是可逆的，所以朽是 M 到自身的可微同胚 • 


， A 0 9^ = A + f ， 


= ^p— t , 


取 / >6 M ,# 


( 2 . 1 ) 


= 中 t 、 p 、 ， 

则八是 A/ 上通过点的一条参数曲线，叫做单参数变换群 a 通 
过点、 p 的轨线. 

若用；^表示轨线八在点〆即 t=o) 的切矢量，于是得到流 

形 M 上的切矢量场X,称为单参数可微变换群 A 在 M 上诱导的 

切矢量场.显然X是光滑的.设/是 M 上的光滑函数，则 

(X/)(p)=X p f 


f(y fi (0) 一 /( 夕 ) 


— lim 

0 


fwt 9 p)) -f(p) 


=lim 


( 2 - 2 ) 


所以 X/ 是 M 上的光滑函数，这就证明了 X 的光滑性.要紧的是， 

轨线八是切矢量场 x 的积分曲线，即在轨线八上任意一点^ 
r P ( s ), x q 正是轨线^在 t= s 处的切矢量.实际上，因为 r q iO 

r P ( t + s) f 所以 




7,(0 ~q 


r p it + 5) - Y p (s) 


X q — lim 


==lim 


(2.3) 




—0 


从 (2. 3) 式得到 


+ Sfp)} — f (<p{s ， p 、、 


qf lllTi 
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/ o 一 f o f s (p) 


=lim 




= x p {f 。 a ) = *x p )f , 


(<Ps) ^x p = X 

反问 题是： 在 A / 上给定一个光滑的切矢量场； C , 是否存在 Af 

的单参数可微变换群 朽 ，使 X 是私所诱导的切矢量场?换句话说, 
切矢量场 X 是否决定一个单参数可微变换群？定理 2. 1回答了这 

个问题. 


(2.4) 


7As) 


P 


定义 2 .2设 f ； 是光滑流形 M 的一个开邻域.若有光滑映射 

9- (― Xf /— A /， 对任意的 / >6 f / » Ul < e ， 记私(/>)=抑，/»)，它 
们满足下列 条件： 

(1) 对任意的 peu^odpy 

(2) 若 U |< e，U |<€, ，并且户，朽 (/>) eC /， 则 

= 9s 。 9tip) ， 

那么％叫做作用在 (7 上的 局部单参数变换群. 

局部单参数变换群仍同样在 C ； 上诱导出光滑的切矢量场.设 
/>€ C /， 取/>的局部坐标系 ( F ; x *)， V 〔(7. 由于映射 9 的光滑性，只 
要取充分小的 AO , 则当 U |< e 。， 总是有内 (声） •从 (2. 2) 式可 


P 




得 




(2.5) 


其中 


dr ，( y p ( f )) 

A A --- 

dt 

在户和 9 = & G ) 都属于 V 时，我们也有 


( 2 . 6 ) 


¥ 既， 


= 


(2.7) 


其中 
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( 2 . 8 ) 


ck 


定理 2.1 设 X 是定义在 A / 上的光滑切矢量场，则在任意一 
点 /> eM 存在一个邻域 (7 和作用在 r 上的局部单参数变换群外， 
ki < e ，使得 XU 恰是朽在 c / 上所诱导的切矢量场 • 

证明取的一个局部坐标系 o ^ i )， 考虑常微分方程组 

= X' 9 1 ^ m , 

其中 X 是切矢量场 X 关于自然基底{盖 A < i< : m | 的分量，即 


(2.9) 


3 


i=l 


X = 


da : 1 


根据常微分方程的理论，存在^>0及的邻域 RCV ， 使得对任 
意一点 getA , 方程组 (2. 9) 有唯一的一条积分曲线 x q it ) ( U !< 
£ l > 通过点 &即它 满足下列方程和初始条件： 


= 9 I，I < £j , 1 


( 2 . 10 ) 


dU 


工“0) 

并且解对 u，g) 是光滑依赖的.命 

< p ( t , q ) — ( Ptiq ) = q 6 U ” \ t \ < €i 

则炉是从 （一 q ,q) XtA 到 M 的光滑映射.现在要证明这是局部单 

参数变换群. 

设叫<右 1 山|<£ 1 ，|汗糾< £1 ,并且9小(9)€卩 1 .因为 + 

S) 和 *r f ⑷ ⑴都是方程组 (2. 9) 的，通过 A(9) 的积分曲线， 
于是根^解的唯一性得到 

<p t+ Aq) — x q it + s) = x 的 )（0 = 沪 ， 0 <P s iq 、 ， 

所以朽是诱导出义^的局部单参数变换群. 

设在/>点，X,关0,则根据第一章定理 4. 3,在点/>附近存在局 

部坐标V，使得 X =£ h 这时局部单参数变换群％有特别简单的 


Qf 




( 2 . 11 ) 


* 
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表达式 


(u 1 + 亡， w 2 , …〆 ）， 


9tiu l 


( 2 - 12 ) 


， u m ) 


» _ • 




即％表现为在坐标的空间中沿 y -曲线的平移. 

注记显然，方程组 (2. 9) 与局部坐标的选择无关.如果有两 
个坐标域，它们的交不是空集，且有局部单参数变 

换群％ (1) 和％ (2> 分别作用在 V \ 和 V 2 上，但是它们是由同一个光 

滑切矢量场 X 决定的，则由方程组 （2. 9) 的解的唯一性可知，％ (1) 

和在 h flV 2 上的作用是相同的. 

系设 X 是紧致的光滑流形 A / 上的光滑切矢量场，则 X 在 
M 上决定一个单参数可微变换群. 

证明由定理 2 . 1,对每一点/>都有一个邻域 C /(/>) 和正数 

£(/>)，使得在 U (/>) 上有局部单参数变换群.根据注记，在这 

些的两两重叠部分，相应的局部单参数变换群的作用是相 


同的•因为 M 的紧致性，在中必有有限的子覆盖， 
设为，相应的正数记为.命 


n £ a . 现在可以定 


€ = 


mi 

K a 




义如下的 映射外 (- s ^) XM — ilf ： 若，则命 

9it ， p) = \t \ < e. 

要把 P 开拓成从及 X A / 到 M 的映射是很容易的•设^是任意实数, 
必有正整数#，使 U | / iV < e , 于是 


( 2 * 13 ) 


(/ >) 


( 2 . 14 ) 


与 N 的选取是无关的,右端表示变换仍/〃在 M 上连续作用 W 次. 

显然 A 是切矢量场 X 所决定的单参数可微变换群. 

设仍是作用在光滑流形 M 上的单参数可微变换 
群， X 是朽在 Af 上所诱导的切矢量场•若 A 似― M 是可微同胚, 
则 iP . X 是单参数可微变换群少 


定理 




在 Af 上诱导的切矢量 


9 t 


场. 


证明设/是流形从上任意的光滑函数，则根据定义有 

iip.X p ^f = X p {fo^ 
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d 


= 石 f 。 (/ >)) Ir 




d 


/( 必 


/ >))) 1 — 。， 


9 t 


dt 


必 _1 的通过点 0( 户）的轨线 
0一 1 在 M 上诱导的切矢量场. 


即 ‘ X P 是单参数可微变换群0 
在该点的切矢量,所以心 x 是必 

定义 2. 3 设 X 是流形 M 上的光滑切矢量场 . 化 M — M 是 
可微同胚.如果 




0 


o 


ft 


o 


o 


<P^x — Xj 

则称切矢量场 X 在少 下是不变的. 

由定理 2. 2可 得到： 


(2. 15) 


切矢量场 X 在可微同胚0: M — M 下不变的充分必要条 
件是： X 决定的局部单参数变换 群奸和 0的作用是可交换的. 

定理 2. 3设 x , y 是流形 M 上任意两个光滑切矢量场.若 X 
生成的局部单参数变换群是 朽 ，则 

[X,y] (9><)#y 


i 97 l ).Y ~Y 


=lim 

x—0 


(2. 16) 


0 


证明 我们只需证明第一个等号成立•设是定义在 
点/>附近的光滑函数.命 


F(t) = f(<p t (p)). 


(2 - 17) 


因为 


F(t) ~F(0)= f 1 


ds 


0 


彳 V ⑻ I 

Jo 


ds 9 


u=^st 


所以 


f ( 9 t (、 py > = /(户）+ tg t ( p ) ， 


(2, 18) 


其中 


1 df(f u (p)) 


l 


gtipy = F f (u) L = ^d5 = 


ds , (2.19) 


d “ 


0 


0 


u=st 
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并且 




(V ⑷ 

Jo 

将 ( 2 . 16 ) 式中间的算子作用在 / 上则得 


X p f, (2. 20) 






du 


«=o 


Y - (<p t ),Y 


lim 


p 


Y pf - Y ,； u P M °^ 


=lim 


t^O 


V — w 


=lim 

^0 


-( 沿 ) 


0 


= X p (Yf) - Y p (Xf) = [X t y],/ 


因此 


Y - ( 朽） 


[X ， Y] = lim 


*-►0 


注记 1 设八是单参数可微变换群朽的通过点/ > 的轨线.因 

为妒 r 1 把八上的点 q ^ y P io =外(/>)映到点 />• 因此(穿广） * 建立了 

切空间 r g (M) 到: r/M) 的同构.若 y 是流形 m 的定义在轨线 y P 
上的切矢量场，则是切空间 7%( M) 中的一条曲线.定 

理 2. 3说明， [X，ia 正是这条曲线在 r=0 处的切矢量，所以它是 

切矢量场 F 沿； C 的轨线的变化率.通常把 (2.16) 式右端的算子称 

为矢量场 y 关于 X 的李导数，记作 LxY . 于是定理 2. 3成为 

LxY = [X,y]. 

李导数的概念可以推广到 M 上任意的张量场.实际上，映射 


( 2 . 21 ) 


(灼 r 建立了余切空间77 (M) 到77 (A/) 的同构，它和 （f 1 )* 一起 
在张量空间之间定义了如下的同 构黾： T: (外(/0)— 7T(/>), 使得 

对任意的 


€ 了价)(奶，及» 

tOi ® … ® tv ® P* 1 ® … ® v ”) 

=(沪厂 1 )*% ® … ® ( dv r ® 炉, 


^ 5 




w •，耵 


jV 


r 




*i 


㊁ … ® 

( 2 . 22 ) 


荼 


I ； 
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这样， （ r ， d 型张量场 f 关于 X 的李导数定义为 

屯（芒）一彡 


L x ^ = lim 


(2.23) 


r-^0 


显然，仍是 0 , S ) 型张量场. 

数量场/关于切矢量场 X 的李导数 Lxf 规定为/关于 X 的 
方向导数，即 Lxf = Xf , 

注记 2 外微分式的李导数是定义 (2. 23) 的特例.设0>是财 
上的 r 次外微分式，则仍是 r 次外微分式，定义为 


ft 


CO 


CO 


L x w = lim 


(2-24) 




不难验证，对于 M 上任意 r 个光滑的切矢量场 R ，…， l 有 

，… u 

=…， y r )) 


― y 如 ( Ti ， …，/， … ，广) 

， =1 

对于 M 上的光滑切矢量场 X , 我们可以定义如下的线性算子 
i ( X )： 

若 r =0, i (； O 在 W ( M ) 上的作用规定为零映射. 

若 rshwGAVAO , 则命 


(2. 25) 


i ( X ) 


( X ), 


(2. 26) 




若 r 〉 l ，对任意 r — 1个光滑切矢量场 R ，…，^^^有 

(“幻岣％ ，…， u 

这样，容易验证下面一组公式 成立： 

⑴ U 。 iOO-iOO 。 L x =i([X t Yj) 

(2) Lx 。 Ly—Ly 。 hx~h\x,Y^ 

(3) d « iOO+iQO « d = Z ^; 

(4) d o Lx=Lx ° d . 

这组公式称为 H . Cartan 公式，它们在外微分式理论中是很重要 
的，这些公式的证明留给读者完成. 




(2. 27) 




9 
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现在我们把关于单参数可微变换群的讨论用于李群.设 X 是 
维李群 G 上的右不变矢量场，它决定的局部单参数变换群记作 
因为右移动是保持切矢量场 X 不变的，根据定理 

2.2 的系，凡和 A 是可交换的，即 


9 卜 


(2.28) 


<p t = <p t 。 R 

由此可见，如果朽在单位元素 e 的一个邻域 C / 及 U I < e 内有定 
义，则在任意一点朽在 a 的邻域及内有定义， 

即 < Pt ( q) = Ra 9 < Pt 。 Ra ^ l ( q ) ? V q^U 

的£〉0,使得仍(/>)在 p 6 G ， \ t I < C £ 内有定义，所以右不变矢量场 
X 在李群 G 上决定了单参数可微变换群(参阅定理 2. 1的系）.命 


R 


这就是说存在一个公共 


(2.29) 


a t — < p t M ， 


则 


a t ^- s = <p t+s ie、 = <p t 。 <p s M 


= <Pt 。 尺 5 ( 6 ) = 及 〜 ° 9tM 
= R a ( a t ) 

所以 a t 是李群 G 的单参数子群(即一维李子群). 

从 (2. 28) 式得到 

<p t (x、 = <p t 。= Rjc ° 9tM = • x ， 

所以 朽在 G 上的作用就是 a , 在 G 上决定的左移动，即 

9t = ^a t ； 

正因为如此，通常又把右不变矢量场叫做无穷小左移动. 

上面的讨论 说明： 李群 G 上任意一个右不变矢量场 X 决定 
了李群 G 的一个单参数子群 a , ,而矢量场 X 在 G 上决定的单参数 
变换群％就是 A 在 G 上决定的左移动. 

定理 2.4 设 Ad : G — GL ( r ; i ?) 是 r 维李群 G 的伴随表示， 

ad = ( Ad ). ： G e ~* gl ( r ； R ) 

MG 的李代数 g 的伴随表示，则对任意的 x,y ec , 有 

ad(X) -y =- [x,y]. 


a t * a s y 




(2.30) 


(2.31) 
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证明 设X决定的单参数子群是&，因此对应的右不变矢量 
场X决定的单参数变换群是 < p t 二•设 Y 对应的右不变矢量场是 

歹.因为 


Ad (a t ) — Ad(^) 


ad(X) — (Ad) = lim 


t^O 


所以利用定理 2. 3 得 


(、）* 。 （尺 — y 


ad(X) - y- li 


(- ►o 


(%)* y a -i - y . 


==lim 

^*0 


- [ rn =- [ X ， y ], 




证毕 


下面我们转向一般的李氏变换群. 

定义 2. 4设 M 是 m 维光滑流形, G 是 r 维李群.若有光滑 
映射^ GXM-^Af， 记 

6(g 、 x) 


( 茗，工 ） G G X Af, 


g • 




满足下列 条件： 

(1) 设 e 是 G 的单位元素，则对任意的有 


^ • X 


=X; 


(2) 若，幻€(?，则对任意的 JVf 有 

g\ • ( 贫 2 • 工 ）= (gi • g 2 ) 

则称 G 是(左)作用在 AT 上的李氏变换赛. 

显然，单参数可微变换群是李氏变换群的特例，即 G = R . 李 
群 G 本身作为左移动作用在 G 上也是李氏变换群. 

如果对 G 中任意一个非单位元素客，必有 M 的一个点： r， 使 

则称 G 在 M 上的作用是有效的.如果对任意的 g ^ e,R 

任意的 x€Af 都有客 • x 尹工，则称 G 在 Af 上的作用无不动点，或 
称 G 在 Af 上的作用是自 由的. 


I ， 


♦ 


8 
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对固定的发 eG ， 命 


L g {x) = g 

则忍： M — M 是光滑映射.由于1^=/^，所以心是 M 到自身 
的可微 同胚; 显然， {4, geG } 构成 Af 的可微同胚群的子群.当 G 
在 M 上的作用有效时， G 与 M 的可微同胚群的子群 { LpgeG ：} 同 


6 M ， 


(2. 32) 


工， 


X 


构. 


李氏变换群的一个基本事 实是： 在 M 上存在一个有限维李 
代数，它是李群 G 的李代数的同态像.我们先构造一个从李代数 
G , 到 M 上光滑切矢量场的空间的映射. 

设是由 X 决定的单参数子群，则 、是 作用在 Af 上 

的单参数可微变换群 • 在 M 上诱导的切矢量场 X 叫做 X 在 M 
上决定的基本切矢量场，根据定义 

X p ^\i 


L a (p) - p 


(2* 33) 


定理 2. 


设 G 是作用在 A / 上的李氏变换群，则 M 上全体 

基本切矢量场构成一个李代数，它是 G 的李代数 G 的同态像.若 

GSM 上的作用是有效的，则 M 上基本切矢量场构成的李代数 
与 G 同构. 


证明我们知道，流形 m 上光滑切矢量场的集 g r(T(M)) 

关于 Poisson 括号积构成一个无限维李代数.要证明的是，由 
(2. 33) 式给出的映射 


G e ^r(T(M)) 


是李代数的同态. 

从 (2. 3 3 )式看， < r 的线性性质不是明显的，所 以我们先给出 

如下 定义： 


的另一个表示_对于固定的设映射 < i p 


心 (茗）= L g ( p 、 

我们要证明，切映射 (〜）.： g , 

射，即 


g • P 

7^( M ) 正是 （2. 33) 式给出的映 


(2.34) 
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(2.35) 


Ofp) = X p ， X ^ G e . 

为此，只要作直接的计算 • 设/是 M 上任意一个光滑函数，则 

((<7 山 X)/=: X(f 。〜 )=^/ 。 <r P (a t )\ 

== 去 /(A», (/ >)) L =。 = X pf ， 

即 （2. 35) 式成立•所以映射〜 G ,- rcr ( M )) 就是 


1=0 


(2,36) 


{ Op ) = X p， X ^ G e 

因为切映射(心）*是线性的，所以 a 是线性 映射. 

还可以理解为从沒到 r (7 XM )> 的线性映射 • 设 X 是 G 上 


(^ t ( X )) 




P 


a 


的右不变矢量场 ， x = acx e ). 对任意一点发 ec ， 我们有 

(<T p ),X g = (\)* 。 (R》• X t = (<r (g . p) )»X e = X 

因此基本切矢量场 X 可以看作由 G 的右不变矢量场 X 在切映射 
( a ,). 下的像拓广而成的.由此可知，对于 G 上任意两个右不变矢 
量场 X ， y ， 我们有 


g 9 p 




( 客 ）, 


因此 


< T ([； x ,, yj ) =[兗，？]， 

即〜 G ^ rcr ( M )) 是李代数的同态，其同态像就是 M 上基本切 
矢量场构成的李代数. 

若 X =0, 则 X 对应的单参数变换群是平凡的，即对任意的 
GA / 有 


(2.37) 


X 


L a ( x ) 

* 

若 G 在 M 上的作用是有效的，则上式只在时成立，所以 X 
= 0,即映射 a 是单一的.这说明 M 上基本切矢量场构成的李代数 
与李群 G 的李代数同构. 

容易看出，如果 G 在 M 上的作用无不动点，则 M 上恰有 r * 个 


a t • x = x 
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处处线性无关的基本切矢量场，其他的基本切矢量场都是它们的 
常系数线性组合. 

作为例子，我们考虑光滑流形 M 上的标架丛凡在第四章§ 3 
已经提到过，结构群 GL ( m ; 及)以自然的方式作用在 P 上，成为左 
作用在 P 上的李氏变换群.因为 P 在局部上是直积 

XGL ( m ^). 在这种表示下，结构群 GL ( W ; 及)的作用表现为在纤 
维上的左移动，即 


A * (p ， B) = ip 9 A • B ) ， 

其中 peU t A,BeGL(m ； R), 所以 GL ( m ; 及）在尸上的作用无不 
动点，而且 P 中两个元素在 GL ( m4 ) 的作用下等价的充分必要 
条 件是： 这两个元素（即标架)有相同的原点.后者意味着底流形 
M 是标架丛尸关于群 GL ( mJ ) 的作用产生的等价关系的商空 


(2.38) 


间 


主丛是标架丛的 推广. 若用李氏变换群的概念，主丛可以如下 

定义：设尸和 M 是两个光滑流形是左作用在/>上的 r 维李氏 
变换群. 如果： 

(1) G 在尸上作用无不 动点； 

(2) A/ 是流形 P 关于 G 的作用产生的等价关系的商空间，并 
且投影; r : P — M 是光滑 映射； 

(3) P 在局部上是平凡的，即对每一点存在: r 的一个 
邻域 C / ，使得 ^07) 和 UXG 是同构的，即存在可微同胚 


P 6 0 (/ 0 , 的 >)) U X G. 


使得对任意的 a ec 有 


(pia • p) 


则称尸 是流形 M 上以李群 G 为结构群的主丛. 

点上的纤维 ? r -1 G ：) 就是李氏变换群 G 在 P 上产生的 
通过点 pe / i ^ Cr ) 的轨道 


a 






G 


P = {L a (p)\a 6 G}. 

上的基本切矢量场构成的李代数与李群 G 的李代数同构.由于 


P 
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G 的作用是自由的，所以在 P 的每一点的基本切矢量张成 r 维的 
切子空间，它正是纤维厂 1 ^：)在该点的切空间，叫做纵空间.在主 
丛上可展开联络论的研究(请看参考文献 [14]). 


§3活动标架法 

设 M 是 m 维连通的光滑流形， C 是 r 维李群.设 G 的右基本 
微分式是 a /( l <£< r ) ，它们适合结构方程 


XX〆 八 

， A=1 

其中4是李群 G 的结构常数.若有光滑映射/: 


(3.1) 


(3.2) 


r = 


则 〆 适合同一组方程 


Saw a 〆 


d〆 


(3.3) 








2 


—1 


这也是保证映射 /: M + G 在局部上存在的充分条件. 

定理 3. 1设在 M 上有 r 个一次微分式 f ( l < f < r ) 满足方 
程组 (3. 3) ， 其中4是李群 G 的结构常数，则在每一点 />eM 有一 
个邻域 f / 及光滑映射/: c /— G , 使得 


〆 ， 


(3*4) 

其中 &是 G 的右基本微分式.若/\，/ 2 是任意两个这样的映射， 
则必有 G 的一个元素 。使得 




j\ = R & 。 f '， 

即兑和 / 2 的像只差 G 的一个右移动. 

证明 在 MXG 上考虑 m+r 个自变量的 Pfaff 方程组 

…三必 , 一如 1 = 0， 1 < / < r . 

由于&是处处线性无关的，所以 W 也处处线性无关，方程 （3. 6) 
给出了 MXG 上的; n 维切子空间场.因为 


(3. 5) 


(3. 6) 


1>冰八 中 

>，*=1 


d ^ 1 = 


y 八 V ) 


0) 
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=— 7 2 w 八 v 

= 0 (mod ( 没 1 ， … ，汐 r )), 

根据 Frobenius 定理，方程组 (3. 6) 是完全可积的.因此，对任意一 
点 CrowdeMXG, 存在 x。 的局部坐标系 (f/;〆 ) 和办的局部坐 
标系 （V ; i)， 使得方程组（ 3 . 6) 在 f/XV 上有唯一的一个维积 

分流形 


八如 0 




穸 '(x 1 ， … ，工和 ; a 1 ， …,〆）= 0，1 ^ ^ r 5 

经过点(: c G ，a。）， 其中 xeu . aev . 

因为以 （ l <^< r ) 的线性无关性，必定存在 x 。 的一个邻域仏 
c：f/, 以便从 （3. 7) 式可解出 


(3*7) 


r = /' U 1 ， …， X 供）， l < i .< r ， 


(3.8) 


使得 


(^ 1 ， 


多尸⑴，…，广（: r)〉E 0, 


(3.9) 


%x 


其中 


6 ^if /’ （工 J ， … ，工 J") = a' 0 , l^i^. 


x 


显然， （ 3 . 8) 式给出的映射/: 满足方程 


中 1 = /*^S 1 I < 


若 fi，fzi U ^ G 是两个这样的映射.设 

/1(工0) 


</^(工 0) = 


(3. 10) 


^1 




^2 


命 


(3. 11) 


g 




a i 


^2 ， 


则 


(Rg 。 f\) 。 * 仿 , =(y\) * tt/=〆 ， 


(3. 12) 


并且 


(Rg o / i )( x 0 ) 

所以 ° A 和 f 2 都是方程组 (3. 6) 的解，而且满足相同的初始条 
ft. 根据解的唯一性得 


(3. 13) 


^2， 
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fz = Rg ° fu 

现在考虑 iV 维欧氏空间的刚体运动群 E ( N )4 R n 中取 
定一个单位正交标架 ( o ; a ，".， 如），则 se 五 ov ) 在#上的作用 

(记成右作用）是 


(3. 14) 


yl + <2, 


x 


x 


a 


參 


參 




其中 


N 


2茂 ， 

ff= 1 


N 


=(/， 


，工 


X 


N 


2成， 

o I 


N 


= (a 1 , 


，a 


a 


» » » 


(3. 15) 


N 


^1 


^1 


A =: 


N 


a 


a 


N 


N 


A * X A = 1 9 det A > 0 ， 

即矩阵 乂是行 列式为 + 1 的正交矩阵.所以 £( AO 中的元素5可 

I 

用一对矩阵 G 4， fl ) 表示. 

设 3 = (A ， a) XB ， b) e E(N) ， 元素 S • 6 在史"上的作用 


定义为顺次用2和 g 作用的结果，所以 £( A 0 中的乘法运算是 

h = {A • Bj 


B + b) y 


(3. 16) 


a 


a 


的逆元素是 


a 


= ( A — 1 ， 

显然 £( A 0 是士 iV ( W + l ) 维李群. 


—1 


A " 1 ) 


(3. 17) 


a 


— a 


用，(矿)记上全体单位正交标架的集合，用 〜（圹）记 

% 

中与固定的标架 ( o ; a ， …，心)定向一致的单位疋交标架的集 

合，它们都是#上的主丛,分别以 O W ; 及)和 S 00 V ; 及)为结构 

群. CSOiNiR ) 称为特殊正交群，它由行列式为+ 1的正交矩阵 
组成 .） 


N 


流形， ■+(#) 可以和£(#)等同起来•因为对于妒中任意一 
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个与 ( 04 , …，心)的定向一致的正交标架 (/>&，••• ,~)， 在 及〃 中 
存在唯一的一个刚体运动 se^ov) 把 ( o ; a , …，知）变到（声； 

…，〜).它们之间的对应关 系是： 

= (A 9 a}^~^(p ； e l9 


eif 


v) ， 


( 3 . 18 ) 


a 


• ■警 


其中 


N 


Op = ^a Q d a 

jyA 


( 3 . 19 ) 


e a = 


芦 =i 


若记 


谷= 1 (<^， …，心）， 


( 3 * 20 ) 


f (^i » ••• $e N ) ， 


e 




则 （ 3 . 19 ) 式可写成 


Op = 


谷， 


a 


( 3 . 21 ) 


A - d. 

，〜)作一个无穷小的运动得到 （声+扣^十 
de „). 矢量 d /» 和 k 仍然可以在标架(声的，…心)下表示出来.设 

N 

= 2 

tf=l 


e 




让标架(声; 


e \ 9 


C 


^ ， 


( 3 - 22 ) 


N 


s 


fi 


de 


co 


4 


a 


a 


p—\ 




a 


( 1 <«，/?<")称为及〃 中活动标架的相对分董.若记 e 
• ,<o N ) ，w= (twf) ，那么 ( 3 . 22 ) 式可写成 

dp = 6 


CO ，co 

(V, 


a 


e 9 


( 3 . 23 ) 


de = 


e 


微分 ( 3 . 21 ) 式，立即可得 


dp = da * S = da ^ A~ l 
de = dA * S = dA * A~ l 


e 




所以 


194 


0 = da m A~ l 9 
=dA • 

因为 Z • A — 1= = 厂并且 i 4 _1 = Vl , 故 

<L4 • A— 1 + Z • dA™ 1 = dA - A~ l -j-^dA - Z 一 0 


(3* 24) 


CO 


0, 






+ 4 = 0 . 

从李群 £：( AO 上看，活动标架的相对分量 
是 E ( N ) 上的右基本微分式.实际上，对任意一个元素 b 

eE ( N ), 


(3.25) 


(O 


a 


0 )f = — w 


恰好 


a 


0 


a 


(B ， b) 




b— {A • B，a • B + 6), 


R ^( a ^) = 


a 


所以 


(R^^>*6 = (da • B) • (乂 • jB) _ 1 = da • A~ l = 6j 

(cL4 • B) • 04 • B)~ l = dA - A~^ = 


(心) 


舞 


CO 




(V 


由于我们用的是单位正交标架,所以相对分量一律可用下指 


标表示，即 




a 


CO a = CO 9 


<°afi = 如二， 


它们也可以看成用及〃的度量张量 
标下降的结果.外微分 (3. 23) 式得到 

一 6 /\ de = 0 $ 

A de = 0, 


将和 ajf 的上指 


gap = e a 


dd 


e 


d 


€ — CO 


故 £( A 0 的结构方程是 


d & = d f \ 

dco = a ) /\ 


仞， 


(3.26) 


仞， 


或 


N 


2%八 


d 




恥， 


a 


尹 =1 


(3. 27) 


N 


W a7 A 


d 
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将定理 3.1 用于 £0 V )， 我们立即得到中活动标架的基本 


定理 


定理 3. 2设知知= -知 ， /3 ， y<N) 是依赖 n 个变董 
的一次微分式，则在 ir 中存在一族依赖《个参数的单位正交标 
架以给定的微分式为相对分量，当且仅当这组微分式适合方程 


他=/ i ^ A < P 恥， 


P=\ 

N 


( 3 . 28 ) 


= 5] 知 A 中7钱 • 

7=1 

并且任意两族这样的单位正交标架经过 Jl w 的一个刚体运动可以 
完全重合起来. 

证明 用 Af 记变数 x ^ Cr 1 ， …, x B ) 的空间，命 G = £( N ); 由 

定理3.1，存在映射/: Af — £(#)，使 


f*OJ a = ip a y f*<O a p = ip a p 


设 


/(工） = 04O) ， aCr ))， 


命 


\Up{x') = a(x) * Sj 

le(x) = ACr) • 谷 . 

则(户 Cr ) 的 O ) ，…，〜 O )) 给出了所求的单位正交标架族. 

活动标架的概念起源于 力学. 例如在研究刚体运动时,在运动 
的物体上固定一个单位正交标架.当物体作刚体运动时单位正交 
标架随着运动，得到一族依赖时间 f 的单位正交标架，这族标架完 

全刻画了物体的刚体运动.法国数学家 Cotten , Darboux 把单参 

数标架族的概念推广到依赖多个参数的 情形. 把这种理论发扬光 
大，并成功地用于几何学研究的是 E. Cartan. 活动标架法和外微 

分相结合，已经成为微分几何学的有力工具.下面我们用这种方法 
研究欧氏空间中的子流形. 

设/: M -* R N 是嵌入在 IT 中的 w 维有向的光滑子流形.指 


(3.29) 
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标的取值范围规定为 


1 < < 

//I 1 ^ A ， B ， C，D N ， 

l<a ， p ， y ， d<N. 

为书写简便起见，对 Af 和 /( M ) 不再加以区别.在 Af 的每一点 p 
附上一个单位正交标架 (/> 的，…， 〜），使 A 是 M 在/»的切矢量, 
是 M 在/>的法矢量，并且 ( q ，…， e w ) 的定向与 M 的定向 一 致， 

(^ ，…心) 的定 向与矿 中固定标架 ( OA , …，心)的定向一致.假 
定在 M 的一个开邻域 J 7 上有这样一个标架场，它连续地、光滑地 
依赖于 C 7 上的局部坐标，则通常把这样的局部的单位正交标架场 
称为子流形 M 上的一 个 Darboux 标架. 显然，在流形 A / 的每一点 

的一个充分小的邻域内 , D ar bmix 标架总是存在的,并且它们允许 
作如下的 变换： . 


Uj\ 


(3. 30) 


e A 


^ = S 


位 ii 於）， 


(3.31) 


N 


s 






其中 〜，a 仙都是 c; 上的光滑函数，并且 u. >：) eso(m ; io, 

daAs) 

€SOCN—m ； R). 

若在 M 的一个邻域 C/ 上取定一个 Darboux 标架，则它给出 
了从到貧+ (JT) 的一个光滑映射 /. 我们仍然用 叫〜记 R 

中活动标架的相对分量经过 /* 拉回到17上得到的一次微分式, 
显然它们仍然适合结构方程 (3. 27). 

因为 Darboux 标架的原点/>在流形 A/ 上，并 且右是 M 在点 
声的 切矢量，所以 


N 


d /> = 2 w < e i ♦ 

并且叫是处处线性无关的•设 

tn 

dp ^ dp = 2 ( 叫 ) 2 , 

1 = 1 


= 0 , 


(3.32) 


(3.33) 
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(3 - 34) 


A 


dA = A 

容易验证它们与 Darboux 标架的变换 ( 3 . 31) 无关，即它们是定义 
在整个流形 M 上的量，分别称为子流形 M 的第一基本形式和面 
积元素.流形 M 以 J 为黎曼度量成为一个黎曼流形；我们称黎曼 

流形 M 有从诱导的黎曼度量. 

Darboux 标架的运动公式可写成 

m N 

2 e J + 2 

j=\ A=m^ 

m N 

= 2 WB i 幻 + 2 

j= 1 »t+l 

是前面已提到的相对分量，并适合结构方程 

m 

i = 2叫 A ⑴>， 

7—1 


• • • 


de , 


^iA ， 


( 3 . 35 ) 




其中 


f<O a fi= —— Wfia 


(3. 36) 


A <°jAJ 

7=1 


0 = 


A 4~ 2 WiA ^ WAjJ 

k=l A = m + 1 


dco：；= 


2A <°kB + 2 WiA ^ 

*= 1 i 4 = » t+l 

m N 

^ ^>Ak A ^kB 2 ⑴尤八⑴⑶ 

k=l C=m +1 

根据黎曼几何的基本定理， （3. 36>的第一式与反对称性+ 
> = 0联合起来说明叫> 是黎曼流形 M 上的 Levi - Civita 联络： 

m 

S 岣 〆 ） 
j=l 

由 （3. 35) 的第一^式可知 ， De , 也是 de ， 在 A / 的切平面上的正交投 


( 3 , 37 ) 


dco ^ 


dco 


AB 


( 3 . 38 ) 


D ^,= 


影 


由 Cartan 引理(第二章定理 3. 4) ，从 (3. 36) 的第二式得到 


= 2 h A p ⑴ i 

1 = 1 


( 3 . 39 ) 


， ^Aji = 厶 


Aij 
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命 


2 ( 2^ ^>) 
=»*+i f,>=i 




(3. 40) 

则 I 与 Darboux 标架的变换 ( 3 . 31) 无关，它是定义在整个流形 M 


f ^iA e A = 


， 


本形式 


M 上的 Levi - Civita 联络的曲率形式是 

{2“= 一 


A 

* = 1 


W kj 


^ Rijki A 




2 


* t/=i 


其中尺央是曲率张量 • 由 （1 37) 的第一式得到 


Rtjki = (A 


h 


^Aik ^Ajl ) ， 


(3.41) 


Aii ^Ajk 


这就是子流形 Af 的 Gauss 方程 •（3. 37) 的后两式相当于曲面论的 


Codazzi 方程 


对于欧氏空间中的超曲面，上面的公式大大简化了.设似是 

中的定向超曲面，则 Af 的 Darboux 标架只有一个法矢量 
这时 Darboux 标架的运动方程是 

m 

d /» = 2 ^ ^ 

(=1 


+ 1 




= 0 , 


m+i 


= 2叫 〆 )+ 

>=i 




祕 i m+1 於 m+1 ， 


S 

>-1 


■心 


w +1 


*n + l j 


结构方程是 




d 


(3.42) 




2%八 

j =\ 


= 0, 


(3.43) 


jm-hl 
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m 


(3. 44) 


d(Oij = 2 

* = 1 


A 


+ u ， 


i. «+i 




(3.45) 


k = 1 


A 


d(Oi 


*m+l 


ik 


« + l 


方程 （3. 39) 成为 


m 


(3.46) 


= 2 办 卢， 

因此得到超曲面 M 的第二基本形式 

I — 2 叫 

1 = 1 

(3. 44) 和 （3. 45) 两式分别是 Gauss 方程和 Codazzi 方程.将 
(3. 46) 式代入 Gauss 方程( 3 . 4 4)则得 


hp = hij 


i«+i 


m 


= 2 

i ^ j=l 


(3.47) 


( w i m +1 


(3.48) 


Rijki = hahjk — h ik hji , 


此即 Gauss 方程通常所采取的形式. 

将 （3. 46) 式代入 Codazzi 方程则得 


m 


m 


21 d 〜一 2 hik<o ^ ~ 2 〜叫 

j —1 裊=1 1 

所以由 Cartan 引理得到 


A <Oj 


= 0 , 


m 


— h kj ( o ik = h 

k^x k^i 


*=1 


dh “ — 


ijk ^ k ， 




(3,49) 


h iJk = h ikj 


若命 


m 


2> 


dhi i = 


i “ k w k ， 


v 


k^i 


(3* 50) 


m 


2 叫， 


u 


*=i 


则 


m 


hgrjik — 了 ] h“r ilk ， 

/ =i / =i 


(3.51) 


hijk = h 


ii，k ~ 


因此 Codazzi 方程成为 
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2 (、心 + - h a T Hi - hikTa j) * 

/ = 1 


h; i 


— fhk，i = 


(3.52) 

作为定理 3. 2 的直接推论，我们有 1 T + 1 中超曲面的基本定 


理 


定理 3. 3设有两个二次微分形式 

m 

I = 2 (如,) 2 ， I = 

i=l 

其中叫是依赖; w 个变量的线性无关的一次微分式 
= h ji 是这 m 个变量的函数.那么在欧氏空间 iT +1 中存在一块分 
别以 I 、 n 为第一、第二基本形式的超曲面的充要条件是： I 和 I 

满足 Gauss-Codazzi 方程 ( 3 . 4 8)和 （3. 52)，其中厂,>*是由 I 决定的 

Levi - Civita 联络，兄是相应的曲率张量.并且任意两块这样的 
超曲面在 # T +1 中经过一个刚体运动是完全重合的. 


2 J ， 

ifj=l 


(3. 53) 


§4曲面论 


在§ 3 ,我们利用活动标架法阐明了第一基本形式 I 和第二基 
本形式 I 是 F +1 中超曲面的完全不变量系统，而且 Gau SS - 
Codazzi 方程是 I 、 I 所应满足的可积 条件. 超曲面有十分丰富的 

几何内容，我们在这里以及 3 中的曲面为例讨论它的几何. 

是炉中一块光滑的曲面.若在 M 的一个坐标域 
U 上取局部坐标“ 1 ，“ 2 ,则曲面 x 可以用参数方程表成 


设: r : M 


’ ： = xW ， w 2 )， 1 < f < 3 


f 


(4. 1) 


因为 x 是嵌入，所以矩阵 


dx 1 dx z dx 3 

3u l du l du l 


dx 1 dx 2 ar 3 

a ? a ? 


的秩是2,并且: r 是单一的映射 
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与 Af 相切， 

JIM 的法矢量，并且 , e 2 ， e 3 ) 的定向与及 3 中取定的定向相一致， 
( q ， e 2 ) 给出了曲面 M 的定向.设该标架场的相对分量是叫，％，即 

(4.2) 


在 A / 上取 Darboux 标架0;6,6 2 ，€ 3 )，使 


^1 ^€2 


dx = (o^ei + <o z e 2 ^ 

^ — 

de 2 = ⑴ 2i《i 

心3 = ⑴3 〆 ！ + 如32《2, 


= 0, 


12^2 + ^ 13^3 > 


+ ^>23^3 J 


(4.3) 


0 


其中叫，％都是参数的一次微分式.结构方程是 

do>j = 


A 


21， 


(4-4) 


da > 2 = aij A 


12 ， 


o = A 


+ 


A 


(4.5) 

(4. 6) 


w 


23 ， 


d 


= 如 13 A 


32 ， 


d ( o z ^ = 


A 


0) 


23 f 


(4. 7) 


A 


21 


13 


如 § 3 所述， （4. 6) 与 （4. 7) 两式分别是曲面的 Gauss 方程和 
Codazzi 方程.这组方程中每一个都包含了丰富的信息，曲面的局 

部几何的研究取决于对这组方程的了解. 

M 的第一基本形式是 


― dx * dx — (^) 2 + (如 2 ) 2 , 


( 4 - 8 ) 


面积元素是 


dA = ^ A ( o Z9 

它们都是在 Darboux 标架的容许变换下保持不变的. 

根据 Cartan 引理，由 （4. 5>式得到 


(4. 9) 


is = + h 12 w 2 , 

23 = ^2 i^i + h 22 < o 2 ， h l2 = h 


(4, 10) 


21 


利用内积可以得到第二和第三基本形式 


— d 2 x 


e 3 = — dx • de 3 =叫如 13 + 


(4. 11) 


2 W 23 ， 
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或 


H = hiiict)^ 2 + 2h X 2<O l a) 2 + 办 22( 出 2) 2 ; 


(4.12) 


以及 


(4.13) 

在固定一点: r € A /, 比值叫：吨确定了 M 在点 * z 上的一个切 
方向显然 


(出 13) 2 + (⑴ 23) 


= d ^ 3 • de 


(4,14) 


k 


是(: r ，〃) 的函数，称为曲面 M 在点 x 沿方向 u 的法曲率.容易证 
明,法曲率匕有下面的几何 意义： 用切方向 t ; 和法矢量^决定的 


平面与 M 相交得到一条平面曲线，称为曲面 M 沿方向 r 的法截 
线，则法曲率 t 正是这条法截线在该点的曲率. 

第二基本形式1还可以解释为曲面 M 上切空间的线性变换 
场.方程 (4. 3) 的第三式可看作定义在曲面 M 上取值为切矢量的 

一次微分式，所以它在每一点给出了切空间 ： T x ( AO 到自身 
的线性变换设 xen ( M )， 则命 

WiXy =- <X,de 3 ) 


CX)e x + 仞 23(X)e2 ， （ 4. 15) 

上述定义与 Darboux 标架的选取是无关的.通常把变换 W 称为 
曲面在 x 的切平面上的 Weingarten 变换 • 显然，从 (4. 10) 式得到 




W ) = hn€i » 

Wie 2 ) — h 2 \€ l + h zt e t . 


(4.16) 


所以变换 W 在基底(^，^)下的矩阵恰是第二基本形式 I 的系数 

矩阵(心 >• 因为心=^,所以 w 是自共轭变换.实际上，对任意的 
x ， yeri ( M ), 我们有 

W(X) * Y= 


CX)^(Y) + a> 23 iX)<o 2 (Y) 

=^( jo ^ cy ) 4 - a > 2 ( X )< w 23 ( y ) 

=x 9 w (y). 

根据线性代数，线性变换 w 有两个实特征值 k l 9 k 2 和两个对 
应的彼此正交的特征方向.特征值& ,々 2 适合二次方程 


13 


(4, 17) 
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h \\ _ k 


h 


12 


= k z — 2 Hk + A ： = 0, 


(4.18) 


A 22 — k 




其中 


// = ■( 办 + ^22) ? K — huhiz — h 


(4.19) 


12 ， 


它们都不依赖于 Darboux 标架的选取，分别称为曲面 M 的中曲率 
和总曲率. 


解方程 (4. 18) 得 


(4.20) 


可见 h 和6都是 M 上的连续函数.因此 


H = —{ k x + k 2 ) f K = k x • k 2 


(4. 21) 


2 


在 Af 上取特殊的 Darboux 标架 Ohq ，~, e 3 ), 使分别是曲面 

M 在点 x 的 W 变换的特征方向，则 


h 


1 ， ^12 = h 


0 ，办 22 == 




U 


21 


29 


于是方程 (4. 10) 可化简为 


=々2 


(4.22) 


13 


23 


2， 


第二基本形式 K 成为 


I = k^COj ) 2 -h k 2 (<o 2 ) 

因此切方向〃上的法曲率 t 可表成 


2 


(4 - 23) 


k n = k x cos 2 8 i + k 2 sin 2 6 X f 


(4,24) 


其 中仏是 和 ^ 的 夹角. 这说明恰好是曲面在方向 
上的法 曲率. 我们把变换 w 在点 o ： 的特征矢量称为曲面在 
的主方向，把对应的特征值 k 〜， k 2 称为曲面在: t 的主曲率.公式 

(4. 24) 就是著名的 Euler 公式. 

若设 k x > k 2 , U . 24) 式可改写成 


^1 9 €z 


X 


+ (k 2 — k^sin 2 8 X 

= (^1 — k 2 ) cos 2 B x + k 29 




所以 
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(4.25) 


k n h-2 .» 

因此主方向恰是法曲率怂取极值的方向，而主曲率正是法曲率的 
最大值和最小值.若在点工，心=々 2 ,则在该点各方向上的法曲率都 
相等，我们把这样的点称为曲面 M 的脐点.在脐点,法曲率取极值 
的方向是不定的. 

若 xGM 是非脐点，则在 x 的一个邻域内有心关心，所以// 2 
一 K 关0, （4. 20) 式说明々 x 是该邻域上的光滑函数.于是有下面 
的定理. 


定理 4.1 设 M 是 妒 中的光滑曲面，则主曲率都是 M 
上的连续函数 . M 上非脐点的集合构成 M 的一个 开集; 设 k x > k ” 
则 t 和怂都是这个开集上的光滑函数. 

根据黎曼几何基本定理，一次微分式如 12 是由方程 (4. 4) 和反 
对称性 o > 12 十如 21 = 0唯一地确 定的. 在这里我们可以直截了当地给 

出 〜 12的表达式.设 


=— o> 21 = pWj + q ⑴ 2 ， 


(4 - 26) 


CO 


12 


代入 (4. 4) 式则得 


dcUj = pO)^ f\ U>2 ， 

dco z = qw l A 


(4 - 27) 


所以，/分别是 do ^ do ^ 用 c ^ Aoj 2 表示时的系数.微分式 o > 12 给 
岀了曲面 Af 上的 Levi - Civita 联络 


De t 


= 叫 〆2 ， 

0^2 =— ^ 12^1 


(4 - 28) 


由方程 （4. 6) 得到 


daj 12 = — 


— (^11^22 — h Z u )<M} x A 如 2 


A 




13 


23 


=— Ka) x A 


(4,29) 

我 fl ] 知道，总曲率 K ™ h \ ihiz _ 是用曲面 Af 的第二基本形式 I 

和第一基本形式 I 来定义的，但是上式说明 / C 是由 d 叫 2 ，叫，叫确 

定的，也就是由 M 的第一基本形式确定的，因而是曲面 A / 的内在 


2 
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的不变量.曲面的总曲率尺与曲面在及 3 中保持第一基本形式的 

变形是无关的.这个结果是 Gauss 发现的， Gauss 本人称它为“惊 


人的” 定理 （Theorema egregium ) 


Gauss 在研究曲面时经常用到这样一个映射 M -^ S 2 CZR \ 
使得对任意的 


茗 0 > = ^ 3 (^)* 

现在通常称它为 Gauss 映射（图 12) .显然，（^，^，^)仍可看作 S 2 
上点 gCr ) 处的正交标架.由于 


( 4 - 30 ) 


ez(x) 


12 


d^3 = ^31^1 ^32^2 ， 


所以第三基本形式 


= de 3 • d ^ 3 = O31) 2 + O32) 2 


c 


是 * S 2 上的第一基本形式通过 Gauss 映射拉回到曲面上的二次微 

分式.同样 


g d<7 = 0>3i A 


( 4 . 31 ) 


32 ， 


其中表示 f 上的面积 元素. 从 (4. 29) 式得到 


(4.32) 

这即给出了总曲率尺的一个几何 解释： 设曲面 M 上区域 D 在 
Gauss 映射下的像记为炒，它们的面积分别是4和,则 

\ K \ = li 


dA 


A f 


P ^ M 


A ， 
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因此总曲率 尺 是曲面在一点的弯曲的测度 • 

第五章§ 4已用内在方式证明了 Gauss - Bonnet 公式： 若 

是紧致的二维定向的黎曼流形，则 

^[KdA = XCM) 


(4.33) 


2 丌 


这个公式的推广和研究激发了数学的许多分支的发展.曲面的整 

体性质是近年来很活跃的课题.在附录一“欧氏空间中的曲线和曲 
面”一文中包括了整体微分几何中一些最基本的定理.在这里我们 

介绍刻画球面特征的 Liebmann 定理. 

设 M 是总曲率尺为常数的二维紧致曲面，则 K 必 


引 


大于零. 


证明考虑函数 r ( x ) = a : • j :. 因为 M 的紧致性，故必有一点 
工 o € Af ， 使 Kz ) 在 x = x Q 处达到最大值.所以 

dr U = 0 ， d V < 0 


(4- 34) 


工 0 


x 0 


因为 


—dr = 


dx = (x • + (x • e 2 )<o 29 


X 


2 


所以 


= 0, 

即矢径 x 。 正好是曲面 M 在点 & 的法矢量. 

微分 x • e,G = l ，2)，贝 ij 得 

d{x • €i)= dx 




(4* 35) 


x 


=X 


x o 


+ x * d ^ ( 


ei 


3 


+ 2 叫 (工 • 。）， 


— — 


*=i 


利用 （4. 35) 式则有 


+ < o i3 (x • e 3 )] 


d(x • e t ) 


(4, 36) 




x o 


x o 


因此 


o > ydVI^^ [d(x • q)% + d(x • e 2 ) ⑴ 2 ]: o 
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[(如 l) 2 + ( w 2) 2 ] 




x o 


(4.37) 


+ (^ i ^ 13 + ^>2^23 > x 0 # O • 


^0 


因为 [(叫 ） 2 + (奶) 2 ],。>0, 且 X 。 是 A / 上离原点 o 的最远点，故 

e z ^ 0 . 


工 0 // G ， 


工 0 古 0 ， 


x 


于是 M 在点7。的第二基本形式 


=(仞1仿13 + 


2 W 23 


x o 


是恒定的二次形式，因此它的系数行列式 

K(x 0 ) — ih u h 2Z — "J 2 ) To > O. 

因为已假定 M 的总曲率 K 是常数，故它必是正的常数. 

引理2若 Af 是处处为脐点的连通曲面，则 A / 必为一块球面 


或平面. 


证明 x 是 M 的胳点的条 件是： Weingarten 变换在 x 的特 
征方向不定，所以 


d^ 3 + 是 dx = 0, 


(4.38) 

其中 e 3 是曲面的法矢量 M 是主曲率.现在 M 上处处是脐点，所以 
上式在整个 M 上成立，且 4= H 是 A / 上的光滑函数.外微分 

(4.38) 式，则得 


cU 八 dr = (d 是八 co^ei + (d^ A <*>z)e 2 = 0, 

_ _ 

d 是 / \ = 0, dk f\ co 2 = 0, 


因为叫 A 02^0,所以 


d 是 = 0 ， k = const 


(4,39) 


下面分两种情形 讨论： 

(1) 设 A = 0, 则由 （4. 38) 式得 

de 3 = 0， ^3 = 


(常矢量）， 


故 


d{x • <) = dx 


= 0, 


(4,40) 


x •匕 = const 
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可见 M 是炉中的平面. 

(2) 设 A 关0,则由 （4. 38) 式得 


^3 


d 


k 


^3 


(常矢量）， 


JL - JL0 


k 


所以 


(x — x 0 ) 


(4.41) 


k 2 


即 A / 是以 x 。 为中心，以1/|々|为半径的一块球面. 

定理 4. 2 (Liebmann 定理）设 Af 是及 3 中总曲率尺是常数 

的紧致连通曲面，则 M 是球面. 

证明根据引理1，尺必是正常数•设 U 2 是 M 的主曲率, 
是》是2,则 K — kik 2 >0. 由定理 4. 1，怂是 M 上的连续函数；由于 Af 

的紧致性，故可设 t 在点^。€从达到最大值，因而々 2 在: r 。 达到 
最小值. 


下面分两种情形 考虑： 

(1) 若灸1 (工0) = 务2(工 0) ，因为 K 工0)>是1>灸2>是2(工0)，所以在 


M 上处处有 t = h = 士 VZ , 根据引理 1 M 是球面. 

(2) 设则 x 。 不是脐点，所以存在 x 。 的一个 
邻域 t/, 使其中每一点都是非脐点.因此在 U 内可取 Darboux 标 

分别是对应于主曲率 k ” k 2 的彼此正交的 


架（ X ;幻， e 2 ， e 3 )， 使 


^1 


主方向，故 


(4.42) 


13 


23 


若设如12 如1+0^2，命 

d/> = pjWj + p 2 ^zf dq = q x a} x + q 2 a> z 


(4. 43) 


则 


d 


(9 l _ 户 2 ) w l A 


(4.44) 


与 Gauss 方程 (4* 29) 对照得到 
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K = — (q x — p 2 ). 

外微分 (4. 42) 式，并利用 Codazzi 方程 (4. 7) ，则有 


(4. 45) 


dk x A + / > 々 i ⑴ 1 A <o 2 pk z <^ x A ^2f 

d 是 2 八 o> 2 + qk 2 <o l /\ <o 2 = qk^ 八 o> 2 , 


所以 


(dki — p { k x — 々 2) 如 2) 八⑴ 1 = 0, 

(dk 2 — q(k\ — 々 2 ) 0 ^ ) A ^>2 = 0. 

由于 1 •々 2 = ^ = ccmst >0, 故走 2 = ^/1 ，因此 


(4. 46) 


K 


cU 


— 71机， 


(4. 47) 


K 


代入 (4. 46) 的第二式则得 


qk\ 


[d^x + "^(^1 — 是 2) 如 lj A ^>2 = 0 

联合 (4. 48) 式和 (4. 46) 的第一式则有 


(4.48) 


qk 


= 


(是 1 _ 々 2)⑴1 + P(k x — k 2 )(0 

根据假定,々 i 在: T 。 处达到最大值，所以 

d ^i L 0 = o, d 2 *! I ^ < 0. 

又因为在点 X 。 处 心关 0， h — h 关0,故有 

p(x 0 ) = q(x 0 ) = 0 . 

将 ( 4 . 49 )式再微分一次，并限制在点 X 。,则有 

0> 6%\ 


(4. 49) 


K 


(4.50) 


(4.51) 


x o 


[ 


— — 々2)91(如 I ) 2 + (々1 — 是 2) / >2( 如 2) 

/ k \ \ 

、— — k 2 ) + (k x — 々 2 )/ (O x OJ 2 

^2可取任意实数值.由于在点 X 。处有 

K Of ki — 々 2 > 0 ， 

让 ( 4 * 52) 式右端的二次形式分别在方向 ei ， e 2 上取值，则得 


， （4. 52) 


X 0 


其中 


1， 
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— ^l(^o) ^ 0, / >2( 工 。）< 0 


(4.53) 


代入 （4. 45) 式得到 


Kix 0 ) ^ 0, 

这与 K >0 相矛盾，因此这种情形是不可能出现的.证毕 
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第七章复流形 


§ 1复流形 


复流形的定义在形式上和实流形是一样的.但是复结构是加 
在流形上的一种很强的构造，因而具有更丰富的内容. 

设 C 表示复数域， (：„ 是数组0： 1 , …，， ）(/€(：) 所成的复 m 维 
矢量空间. 

定义 1. 1设 M 是有可数基的 Hausdorff 空间.若在 M 上给 

定了一族坐标卡 {( R ，％)}, 使得构成 M 的开覆盖，而每一个 
化是从 仄到 C « 的一个开集①上的同胚,并且满足以下 条件： 对 
任意的,若仏 D U ^0 M 

° ?7 X : n Up) — <p^u a n u fi ) 

是 C w 的两个开集之间的全纯映射，则称 M 是 m 维复流形. 

设 U 1 ,…,^)(^ € C ) 是 CA 上的局部坐标系， （ w 1 ， 
eo 是％上的局部坐标系，当时，在上映射 

m : 1 可用局部坐标表为 


$ zu m ) ( w * 


cw* (之 1 ，•••，，）, 1< 灸 < 

那么抑。 ％ _1 是全纯映射的意 思是： 每个函数^/匕 1 ,…，，)在匕 
的开集 nw ) 上是全纯的. 

所谓全纯函数的意思 是指： 设^/是(：_中一个开集,其坐标 


( 1 . 1 ) 




m 


①命 P d + i • y ， 所以 G 可看作实数组 (X 1 , ： r " ,y ， … , y ) 构成的实2 
维矢量空间^ «• Cn 上的拓扑结构与是一致的. 显然， C 講 中形如 

，，） 

J ~ 1 


u 1 ， 


— z^)(z^ — z^) < r 2 f r6 J?, r > 0 


的集合构成 C - 的拓扑基. 


212 


^ 可表成 ^=/+ iy . 设 / 是定义在 t / 上的复值光滑函数，它可 
以表成 


/O 1 ， … f z m )= 茗 o 1 , …， 


y ) 

+ iAU 1 ， … ， i M ， y ，•“，，）• 


( 1 . 2 ) 


如果 Cauchy-Riemann 条件： 

d g dh 

ay ’ a / 

成立，则称 / 是 t ； 上的全纯函数.下面三个条件是彼此等 价的： 

a ) /是全纯函数； 

(2) 在每一点 aet ; 有一个邻域 vet /，/ 在 y 内可表成收敛 


dh 


1 


(1.3) 


djo 


dx 


的幂级数 


oo 

s 


… * ( 之 1 — a 1 )* 1 … O m — a m ) km ； 

1 m 


/( 之）= 


(1,4) 


,k 


*-* * 


(3) 复导数^ 在 U 内是存在的. 

现在，映射抑。是全纯的，而且是从炉。0/„门％)到 < p^U 
nt / o 的同胚，所以 


djxv 1 ， 


) 


yW 


9^ 0 


( L 5) 


，之 


定义 1.2 设 M ,7 V 分别是 m ，/2 维复流形，/: AT 是连续 

映射 • 若对每一点 peM ， 存在一个邻域 U ， 使得 /在?7内可用局 
部坐标表成 


= Wo 1 ，•••，/)， l^k 


( 1 . 6 ) 


其中都是全纯函数，则称/是全纯映射. 

设/: M — C 是复流形 M 上的全纯函数.根据极大模原理，若 
在/>。6於的一个邻域 u 内 f 在 Po 的模取到最大值，即|/(/,)|< 

I /( A))I (户€^7)，则在?7内有 


fip ) = /( / >o). 

如果 M 是紧致的连通复流形， 1/(/,) |(/>€似)是从上的连续函 
数，它必在 M 上取到最大值 • 根据前面的断言， M 上的全纯函数/ 
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必定取常值.由此可知，从紧致的连通复流形 A / 到 c „ 中的全纯映 
射/: M — C „ 必定把 M 映为 C „ 中的一个点. 

例1 C m 是 m 维复流形 . C \ 就是 Gauss 复平面. 

例2复 m 维射影空间 Ci ^. 

{0} 的元素之间定义如下的关 系〜： 


在（: 




m-hl 


(z° ~ (zv 


0 


m 


，加， 


，功 


当且仅当存在非零复数; I ，使 


(之 0 ,之 1 ， 


) = A(zv° jW l 9 fW m ) 


m 


(1-7) 


，之 


容易验证，这是等价关系.复 m 维射影空间 CP m 就是商空间 (C 

{0})/ 〜 ，其中的元素记作 W , …数组…, W ) 称 
为点 [/ y ，… 〆 ] 的齐次坐标,它们被 C & 中的点确定到差一个 
非零复数因子.同实射影空间， Ci ^ 能用 m + l 个开集 
) 盖满，其中 


m+l 




mi 


uj = {|>° ，之 \ …，之 m ]| G CP m , z j ^ 0 } , 


( 1 . 8 ) 


%上的坐标是 




k 


/ z J ^ k 參 j 

因为/可以取到任意的复数值，所以每一个 c /, 和 c „ 是同胚的 
在 R n r 上，坐标变换公式是 


(1.9) 


z 




> r A =m h ^ j 9 k 9 

jK k = i/*r. 

它们都是全纯函数，因此 C />„« 是 m 维复流形. 

复一维封影空间 C & 在被看作二维实流形时，通常称为黎曼 

球面. 因为 CP : 可以用两个坐标域盖住，而且 t /。 与只 
差一点声 =[0，1]， C / Q 同胚于 Gauss 复平面，所以黎曼球面同 
胚于 Gauss 复平面的一点紧致化，即二维球面 S 2 . 

考虑自然投影? T : C m +i — {0}—► CP m ，使得 


(L 10) 


TCiz° jZ X , jZ m ) =[之 0 ，之 1 ，•••，/] 


(1.11) 

对于 /^ C ：/^，7 r ] (/>) 可以和 C * 一 {0} 等同起来.我们把 
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'( f /,) 中的坐标（之。，之、…， /) 代之以 

j ) 和 〆 ，则 


K 


^~ l ( Uj ) X c # 

这说明 C „ +1 — {0} 有局部积的结构，/给出了纤维 7 T -1 (/0 上的坐 


慊 


标 


若 peUjHUk . mUj ^ Uk 分别在纤维疋 -1 (/>)上给出坐标系 
〃和， 在同一点的两个坐标 /和/ 之间有关系 


Z 


k 


々 = z k /ff 


z J = 


( 1 . 12 ) 

其中义： — c * 是 KT ) C 7* 上的非零全纯函数.所以 C „ 

{0} 是复 m 维射影空间 CP m 上的全纯纤维丛，其纤维型和结构 
群都是 


Z 


番 


+ 1 




在<^ +1 中考虑方程 


2之 y 

I 

2(»*+1) 


(1. 13) 


若把 c m+1 看作实矢量空间 

了一个 2 m + l 维单位球面 5 2 m +1 ( 为区别起见，实维数记在右上 
方，复维数记在右下方). 

把自然投影 (1.11) 限制在 * s 2w+1 上则得 


，则方程 (1. 13) 在 


2(m + l> 


中定义 


S Zm+l CP 


7 V 


(h 14) 


对于任意的 pecp m ，完全逆像 tTV / O 是一个圆周.这称为 S 

的 Hopf 纤 维化. 

当 m = l 时， （1.14) 式可写为 


2m+l 


S^CP X ^S\ 

其中 C 尸 i 与 * s 2 是拓扑同 胚的. 这是一个从高维到低维的实质性 
( essential ) 映射①的例子，在拓扑学同伦论的发展中是重要的史 


K 


(1. 15) 


实. 


①一个连续映射/: X - ^叫做实质的 (essential) ，如果它不与常值映射 
同伦，即非零伦的. 


X 


)0 
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例 3 由一组齐次多项式 

/ V : 0 ，： 1 ， …，， ） = 0，1 </ <9, 

在 CP m 中确定的轨迹称为代数流形 (algebraic variety ). 例如： 方 


程 


( 之 0 ) 2 + …+ (z m y = 0 

给出的复流形称为超二次曲面.周炜良的一个定 理说： 隐蔽在 
CP m 中的每一个紧致子流形必是一个代数流形. 

例 4 复环面. 

C m 可看作 2 m 维实矢量空间 J ? 2 m •在 f 中取 2 m 个实线性无 
关的矢量{%}，它产生的格是 


( 1 . 16 ) 


(S 

^ = 1 


L = 


( 1 - 17 ) 


e 


n a v af n 


C m 和 L 都是加群.商空间 CJL 是一个 W 维复流形，称为 m 维复 


环面 


在拓扑上， m 维复环面和 2 m 维(实）环面是同胚的.但是前者 
有复流形结构，所以有更丰富的内容.例如，当 m = l 时，复环面到 
自身的全纯映射是保角的，因此矢量〃 i 和^的夹角以及它们的 
长度之比在全纯映射下是不变的. 

若复环面可以嵌入复射影空间作为非奇异子流形，即对于充 
分大的#，存在非退化的全纯映射 

/： CJL — CPn ， 


( 1 . 18 ) 

则称这个复环面是 Abel 流形 • Abel 流形是代数几何和数论的一 
个重要分支. 

例5 Hopf 流形. 

考虑变换 a : C „—{0}, 使 


aO 1 ， … ， z m ) = 2(z 1 9 ^- 9 z m ) 


( 1 . 19 ) 

由 a 生成的离散群记作△，则商空间 C m -{0}/ A 是一个 m 维复流 

形，称为 Hopf 流形. 

在拓扑上， Hopf 流形和是同胚的•为此，我们只要 
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中半径分别为 1 和 2 的两个同心球与 


考虑 = 

以… 1 ^所夹的球壳区域(见图 13), 并且把这两个球面截取半径 


所得线段的两个端点粘合成一点，这样得到的空间显然和 Hopf 
流形是同胚的. 


s ^' d ) 


5 *"^( 2 ) 


0 、 


13 


Hopf 流形是最简单的非代数流形的例子. 
例6设 M 是二维定向曲面，黎曼度量是 


ds 2 = (0^)2+ (w 2 ) 


(L 20) 


假定 d / 是解析的，则 


=(叫 + ~ i 如 2) ， 


并且微分方程 ^ i + ia >2~0 有积分因子 A ， 使 

+ i<o 2 ) — dz . 


( 1 . 21 ) 


因此 


d^ 2 = 


dzdz 


( 1 . 22 ) 


A 


若命 z = x + iy 9 W \ 


(dx 2 + djy 2 ) 

这说明曲面上解析的黎曼度量在局部上总是和欧氏变量成保角对 


(1,23) 


X 
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应的.使黎曼度量山 2 能写成 （1. 23) 式的参数 ora 称为曲面的等 

温参数.当 cb 2 是光滑的情形，根据 Korn - Lichtenstein 定理(这是 
一 个困难的定理，参看 S . S . Chern，“An elementary proof of the 

existence of isothermal parameters 

6(1955)，771 〜 782) .曲面的定向由 

■ 

dx A dy — ~dz 八 d 云 


surface ”， Proc AMS j 


on a 


(1.24) 


给出 • 


若心 2 又能写成 


ds 2 = 


dw dw 


(L 25) 




则或是 dz 的倍数,或是 d 5的倍数.如果复坐标 z 和 W 给出了 
曲面的同一个定向，则 dw 必是 cb 的倍数，因此 w 是 z 的全纯函 
数.由此可见，二维定向曲面必有复流形构造，使它成为一维复流 
形.一维复流形又称为黎 曼曲面 ，是单元复变函数论的基本研究对 


象 


§2矢量空间上的复结构 

为了深入研究复流形的构造，需要弄清楚矢量空间上的复结 


构. 


定义 2.1 设 V 是 m 维实矢量空间.所谓 V 上的一个 复结构 
J 是 V 到自身的一个线性变换 j : 使得 

J 2 ^=- id ； F — V 

注记 实质上是把矢量乘以 i . 若命 i • 则矢量空 

间 V 成为复数域上的矢量 空间. 反之，若 V 是复矢量空间，命 
=i • 义，则把 F 当作实矢量空间时, J 是 F 上的复结构. 

设 V •是 V 的对偶空间，则 V 上的复结构 J 也在 V • 上诱导出 
一个复结构，仍记它为 J , 其定义 如下： 设 


( 2 . 1 ) 
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V 中的复结构 《 /关于基底 W< r <2n} 的矩阵是 VI, 它与 A 
有相同的特征值. 

因为4的特征值是纯虚数，所以考虑 V * 的复化空间 V*®C 

比较 方便. 是 y 上复值线性函数的集合，它是复维矢 
量空间 • 设 A 是 C 中任意一个元素，则 A 可以表成 

+ i 沒， 

其中很明显, v* 的基底可作为 f *® (:的基底， y* 上 
的复结构 e/ 可自然地扩展为复化空间V*® C 的复结构 J， 只要 


( 2 . 6 ) 


规定 


JX — Ja + 

现在是复矢空间,复结构《/的特征值是土 i ， 所以 
对应于特征值士 i 的特征矢量必然是存在的.在 y *® c 中复结 

构 J 的对应于 i 的特征矢量称为 （1,0) 型元素 ，对 应于一 i 的特征 


( 2 . 7 ) 
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(x 9 Ja) — 

显然 */ 2 «=— «，所以 j 确实是 f •上的复结构， 

取 V 的 一 个基底&，设复结构 <7关于基底的矩 
阵是4=(4)，即 


( 2 . 2 ) 


^1 




= A 


( 2 . 3 ) 


e m 




其中4是实数.由于，=_记，所以 

A 2 = — I ， 


( 2 * 4 ) 

其中/表示 X 阶单位矩阵.显然，矩阵4的特征值是士 i , 而且 
必须成对出现，所以 V 的实维数必是偶数.设 

设 v 中与对偶的基底是 {，％ l < r <2«}， 根 
据 (2. 2) 式得到 


— 2n 











， 

簧 


•*• 


t 





矢量称为 （0,1) 型元素. 显然， v *® c 中全体 （1,0) 型元素组成 

V ® (:的复子空间，记作 R ， 全体 (0,1) 型元素也组成 
的复子空间,记作歹 C . 空间 Vc 和歹 c 在复共扼下有 一一 对应关系. 

实际上，如果 A = fl + i 卢 ev c ， 则由 （2. 7) 式得 

JX= Ja -h iJ 轉 

iO + ip) = — /? + ia. 




所以 


Ja = — 尽 ， J p 


( 2 . 8 ) 


a 




由此可见 


— i ( a - i /?) 

BP Ae Vc . 容易验证， VcflV c ={0}. 另外 v®c 中任意一个元 
素都可表成（1，0)型元素与(0，1)型元素的和.设 few ^® C , 命 


j X = Jia- i/3) 


— i A ， 






/i = y (/ — i • Jf ) 9 fi 

则/=/1+/ 2 ,并且 


~ z(f + i • Jf ) ， 


(2.9) 




Jf \ = i • / i ， Jfz =— i • / 2 ， 

即 fiev ct f 2 evc . 所以 v '® c 可以表示成 v c 与歹 c 的直和 
这又说明 v c 和 7 c 都是 

在 Vc 中任取一个基底沪，1<)<”；则构成 
V ^® c 的一个 基底. 在此基底下,复结构 J 的矩阵化成标准型 


( 2 . 10 ) 


/2维复矢量空间 


n 






( 2 . 11 ) 


现在把 F 上的复值线性函数 V 分解成实部和虚部，命 


( 2 . 12 ) 

是中的 元素. 由于 以=1 • A >， 由 （2. 7) 式可得 


= e 


e 


其中 e ” 和 


»-h> 


e 
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»+> — 


fi+> 


( 2 . 13 ) 


f € 


Je mj = 


另外，从 (2.12) 式得到 


(A j + AO, 


2 


(2. 14) 


_ — 


可以 


由此可见，这 2 n 个 V 上的实值线性函数， 

和 U >，》， 互相复线性表示，因此它们是 v ® c : 的一个 
基底，因而也是的一个基底. 




设{々，〜十),1<；<；|}是7中与上面的{广,，” +> ,1<^1|}对 

偶的基底，则容易验证 


= e n+i y Je n+j =~ ej 


(2. 15) 

定理 2.1 设《/是实矢量空间 V 上的一个复结构，则 V 的维 

必是偶数，记 m = 2 n ; 而且在空间 V 中必有基底{~，《/~，10 
<«}• 此外，任意两个这样的基底賦予 V 的定向是相同的. 

证明 空间 V 中形如的基底的存在性已在 
前面的讨论中证明了•现在只需证明它们给出了 V 的确定的定 




向. 


如前面所述，在中有对偶基底设 A > 
如 (2. 12) 式所定义，则 


—士々八》， 


— 


J Je ” ：= 


J A e 


故 


(~i) 


A o” 八 ☆”) 


八 （Y A >)• (2. 16) 




K X« 




如果在 V *(^) C 中取另 一 个基底{ 〆 ，其中 〆 是 
V ® C 中的 （1,0) 型元素，则有 nXn 阶非退化复矩阵 G ， 使 

( 〆 ，•• 〆 ）= ( A 1 , …， A ”）- G , 


( 2 . 17) 


因此 
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^ A 

I 

A ( m j A M j ) - |det G | 2 八 GV 八 A 勺 


八 ， =(det G ) A l A 


A A % 


籲*奉 


« « 攀 


(2.18) 


K 7 <« 


K > 


上式表明等号两边的两个2«次外形式只差一正数因子 |det G | 2 , 
这就证明了，如果是 y 中由决 
定的另 一 个基底，则它与 {~， J > ，，: 给出的 F 的定向是相同 


的. 


前面已经证明，如果在 v 上给定了一个复结构 J ， 则 y*®c 

有唯一的直和分解 ㊉ ％,后面的两个子空间在复共轭下有一 

一对应关系 • 反过来， c 的任意一个这样的直和分解也在 v 
上确定了一个复结构. 

定理2_ 2设 y 是实2«维矢量 空间. 若 V *® (:有任意一个 
直和分解 Vc 这) V " c ， 使得 V " c 和 V " c 在复共扼下有 一 * 一 对应关系， 
则在 V 中有唯一的一个复结构《/,使《/以 V c 中的元素为 (1,0) 型 

元素，以歹 C 中的元素为(0，1)型元素. 

证明定义线性变换 V *® C — V *0 C 如下： 

j/ = i • /, /e v c , 

卜 /， fev 

因为 V *( X ) C=Vc ( X ) VV ， 所以映射是由 （2. 19) 式完全确定的. 

在 V c 中取基底 AM </•<«，命 

— 士 +》）， 


(2. 19) 


Jf 






»+> _ 


— A 7 ). (2* 20) 

则一和，" +) 都是空间 F 上的实值线性函数，所以 { e ^\ e * n+ M 

既是 V # ( x ) C 的基底，也是的基底.因为 


Je ” = ^(i • Y — i • /) 


n+) 




( 2 . 21 ) 


»+> _ 


Je 


所以 J 是 V * 上的复结构，因而在 V 上定义了一个复结构 J •由 
(2* 19) 式可知，和 F c 分别是关于 J 的（1，0)型元素和（0，1)型 
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元素构成的复子空间.唯一性是显然的；因为，如果 •/ 是适合定理 
要求的复结构，则 (2. 19) 式必须成立.证毕. 

现在我们来考虑空间 AW® C) ,它的元素是 V 上复数值 r 

重反对称线性函数.显然,该空间可表成 直和： 

KV* ®C) = 2 (^c) A U q V c ) , 


( 2 . 22 ) 


户 +g = r 


其中 (# V C ) A CAn ^ c ) 中的元素可以表示成 

八 A : AA 




八 A% (2. 23) 


A A 


• • • 


• •攀 


这种元素称为(/ >， g ) 次外形式. 

若用 H 记空间 C ) 到次外形式空间 


(^ Vc ) A ( A ? y c ) ip+q = r ) 


的自然 投影; 命 


n >， 


(2.24) 


a P， q = 




则 




(2. 25) 


P+9 


下列性质是明 显的： 

(1) 若《是0>，9) 次外形式，则 5 是 (心/>) 次外 形式； 

⑴若《是(/»，？)次外形式，则5是(… />) 次外 形式； 

(2) 若《是(户， 9) 次外形式，沒是 （ ry ) 次外形式，则《/\沒是 

(/ >+ r , g +5> 次外形式； 

(3) 若#或^ > n , 则 (/>, g ) 次外形式必为零. 

注记在上面的叙述中我们着重讨论的是 V 的对偶空间 V * 
的复化空间，这是因为 V * 的元素是 V 上的实值线性函数，因此它 
乘以 i (虚数单位)的意义是很明白的 • 反过来也可以考虑 V 的复 
化空间 V ® <：，这时把 F 看作 F * 上的对偶空间.我们把复结构 J 
在 V ® C 中对应于特征值士 i 的特征矢量分别称为（1，0)型矢置 
和(0，1)型矢童.根据定理 2. 1，在 F 中存在基底 

«} ;若命 
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2 


l<j< 


(2-26) 






2 


则 H 分别是 V ® C 中的 （1，0) 型矢量和 （0，1) 型矢量，并且它 

们构成 V® C： 的基底.把确定 y 和的对偶关系的配合作复线 
性扩张，则定理 2. 1中的 {A' IKXti } 和％,毛恰好 
是彼此对偶的基底.实际上 


= — {ej — it / e ” 


- iJe ^ k ) 


e 


= — {{€ if e * k ) — 


A 




同理 


= A ， A*> = 0 ， <^ t A*> = B). 

定义 2. 2 设 V 是有复结构 《/ 的实矢量空间.若 // 
C 是二元复数值函数，它满足下列 条件： 

(1) 对任意的心，0： 2 ,3^1^，4，七€«，则 


VXV 


+ a 2 x Zf y) = a x H(x lf y) + a 2 H{x 2 ^y) j 


(2) 对任意的 x ,3^ K ， 则有 


H(y f x) = H(x y y ) ； 


(3) H(Jx^y) ~iH(x f y^) 9 

则称 // 是实矢量空间 V 的 一 ^个 Hermite 

若从 H(xoO 分出实部和虚部，写成 




H(x f y) = F(x,y^ + iG{x f y ) 9 

则 F 和 G 都是 F 上的实数值双线性 函数. 从条件 (2) 得 

F(y f x) + iGiy^x} = F(x f y) — iG(x 9 y^> f 


(2. 27) 


所以 


F(y,x) = F(u )， G(y^x) 


— G(x ，： y )， （ 2. 28) 
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即 F 是对称双线性函数， G 是反对称双线性函数 • 由条件( 3 )得 

— G ( x f y ) , = F ( x f y ). (2. 29) 


FUx . y ) 




由此可知 


Fix ^ y ) , GiJxyJy ) = G ( x f y ). (2. 30) 

即 F 和 G 都是在 《/ 下是不变的.因此，在 V 上给定一个 Hermite 

结构，则在 F 上决定了两个在 J 下不变的实数值双线性函数，其 
中一个是对称的，另一个是反对称的，这两者可以通过复结构 J 


F ( Jx ， Jy ) 




互相表示 


反过来，如果在有复结构 J 的实矢量空间7上给定一个在 J 
下不变的实数值对称双线性函数 F (或反对称双线性函数 G ) ，则 

通过 （2. 29) 和 （2. 27) 两式，在 V 上确定了一个 Hermite 结构 H 


(请读者自己验证). 

若 Hermite 结构 H 所对应的实数值对称双线性函数 F ( x , y ) 

H 

是正定的，则称 Hermite 结构//是正 定的. 显然，正定的 Hermite 
结构 H 在 F 上定义了一个在 J 下不变的 内积： 对于工命 


x 9 y = F{jc f y) = + H (x,^))* (2. 31) 

现在把 Hermite 结构 // 用 R 中的 基底/ 表示出来.设 
ev ， 则它们可表成 




= 2( 為+ 〆 +)〜）， 

i== 1 
» 

2 (九 + y n + i Jej ) , 

t=l 


x J , y } ^R 


(2.32) 


: V = 


因此 


H(x^y) — y] + ix n+i )(y 

j.k^i 

另一方面，由于{^，仏，1<)<”}与{ 〆 )， 一 A ”， l < Xn } 的 
对偁性，我们有 


— iy n ^ k ) H ( ej 3 e k ). (2. 33) 


A )( j ：)= — i • Je * J ( x ) 

= x > + i 


«+> 
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同理 


= y-i 




y 


所以 


H ( x ^) = XltiK 工)】 *〜）， 


(2.34) 


其中 


h 


= H(ej,e k ) , hjj = h kl , 


(2.35) 


>x 


H = AyjA j 0 A * 

因为 GCr ，： y ) 是 V 上实数值反对称双线性函数，所以它对应 
于一个二次外形式点，使得 

<oc A y^H > 

H 称为 Hermite 结构 H 的 Kahler 形式.因为 

* 

— G(x 9 y)= 专 (//(u) — H(x f y)) 

* 

^ ik 

= 卜 A ： y ， 古 2 W 八外 


(2.36) 


— G(x,y) 


(2*37) 




故 


含 2> 


H = 


A> A A* 


(2. 38) 


ff 


§3 近复流形 

设 M 是 m 维光滑 流形.设《 /是況上一个光滑的 
(1，1)型张量场，即对每一点 xEM, 入 是切空间 r x (M) 到自身的 

线性变换.如果每 一个入 (xeM) 都是切空间 TJM) 的复结构，则 
称张量场 J 是 Af 的一个 近复结构. 给定一个近复结构的光滑流形 


定义 
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称为近复流形 (almost complex manifold ) 


张量场 《/ 的光滑性 是指： 若 X 是 M 上的光滑切矢量场，则 
JX 也是 M 上的光滑切矢量场.显然,并不是所有的流形都有近复 
结构的;例如，根据定理 2.1 我们有 

定理 3.1 近复流形必是偶维的可定向流形. 

注记 偶维和可定向的条件并不足以保证流形有近复结构. 

Ehresmarm 和 Hopf 证明了，四维球义不能有近复结构（参见参 
考文献 [20], 第217页). 

现设 M 是 

微分式所成的空间， Z 是>1的复共轭空间，于是在每一点 
有直和分解 


维近复流形，用 A 记光滑的复数值 (1,0) 次 

M 




设 x °( l < or <2 n ) 是流形财上的局部坐 标系. 在切空间的自然基 
底^下，近复结构 J 可以表成 


(3.1) 


a 


d 




人 IP 


(3. 2) 






其中 af 是 Af 的一个邻域上的光滑函数，并且 


S 

^=1 






(3.3) 




显然在每一点 xeAf , 形式 

S (4 + a; w 

是(1，0)次外 形式. 根据§ 2的讨论，在这2” 个 （1,0) 次外形式中 
恰有 n 个是复线性无 关的. 

定理 3. 2 复流形自然是一个近复 流形. 

一 个”维 复流形 Af 可以看作2«维实光滑流形，设 
W ， lO < n } 是复流形 M 的局部坐标系 ，记; 则 w ， 

是实流形 Af 的局部坐标系，{基，晏 


1 2n 


(3.4) 


证明 


给出 
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了流形 Af 在坐标域上的自然基底. 

设在每一点线性变 换人： Ti ( Af )— r ,( M ) 定义为 


d 


3 


B 


B 


(3. 5) 


J 


J 


dy k l _ 3x 

TAM ). 下面我们要证明，人的定义与复 


dx k I By k ’ 


显然 4=— id : Tjr ( Af ) 

坐标 d 的选取无关，因而上面给出的线性变换场是从上大范围 


定义的近复结构. 一 

为证明这一点，设是 x 附近的另一个局部复坐标系，则^ 

是 u / 的全纯函数•设 = 则有 Cauchy-Riemann 方程 

dx J 

dv k 3u 




誃， 


dx J 


(3. 6) 


du 


因此， （3. 5) 式所定义的人作用在上有 


3 


dx J d 

^d^ k d^ j 


d 


丄 sr\ 以 

^ du k By^ 


s 


dv 


du 


d 




\ X 、 _ 

dv k dx^ dv k J 


du 


(3. 7) 

上的作用具有如 （3_ 5) 式给出的形 


^ Jx ® \du if 

式.证毕. 


(3. 5) 式所定义的近复结构称为复流形 M 的典型的近复结 


构•这时 


人 ( dr *) = — dy ， t /:( dy ) = dx k 9 

所以 d2 ：* = dx * + i • d ^* 是 (1，0) 次微分式， = dx * —i • djy * 是 

(0,1) 次微分式.在切空间的复化空间: r / M)®c 中，命 


(3.8) 


a 


a 


a 




(3-9) 


9z k 一 


a ? 


dy k f ， 


a 


a 


a 




(3. 10) 


ay / ’ 

则它们分别是 （ i ， o ) 型切矢量和 （0,1) 型切矢量,合起来构成了 


3z 
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TAW ® C 的基底(见 § 2 的 (2. 26) 式). 

十分自然的一个问题是：是否每一个2»维近复流形都有复 

流形结构？当时，答案是肯定的;一般情形则不然. 

假定近复结构在局部 上由” 个复线性无关的一次微分式 

所确定，使 V 是相应的 （1 ，0)次微分式 • dV 是二次外 
微分式，它可表成 

dd k = 


八〜 + 2吵）八歹， 


2 


)，/ 


>./ 


+ a e\ 

其中和 ci 对下指标是反对称的.条件 

d ^* = 0 (mod 00 

与 {#} 的选取是无 关的. 因为若有另外； | 个 （1,0) 次微分式 A *, 它 
们也是复线性无关的，则可表成 

4 

其中4是复数值光滑函数，并且 ^ et ( 〆 ) 关0.设 

2 A ， i Xi 八 Y 八7 

+24*》 a 7 ， 

>»/ 


(3.11) 


(3-12) 


(3.13) 


dX k = 


2 


>，/ 


+ 


(3.14) 


则 


咖=<^, 

所以 C *=0 当且仅当 （^=0, 这就是说 (3.12) 式等价于 

dA^ = 0 (mod 1). 

因此 (3.12) 是在整个近复流形上有意义的条件. 

条件 （3. 12) 称为近复流形 A / 的可积 条件. 如果在 
—个近复流形上可积条件成立，则称 该近复 流形是可积的 

一维近复流形总是可 积的. 维数>4时，任意一个近复流形上 
总有一个不可积的近复结构;甚至原来是可积的近复结构,在稍作 


C 


(3.15) 


定义 
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扰动之后，便能成为一个不可积的近复结构;证明都并不容易 • 

设 M 是复流形，则对于 M 上典型的近复结构 ， d /是 （1 ，0 ) 次 
微分式.取 V = d〆 ， 则可积条件 (3. 1 2 )显然成立，所以复流形上典 

型的近复结构总是可积的 • 重要的是，逆命题也对. 

定理 3. 3如果流形 M 上有一个可积的近复结构，则它必然 

是一个复流形结构诱导的典型的近复结构 • 

Newlander 和 Nirenberg 在近复结构是光滑的假定下给出了 

定理的证明 ①. Nijenhuis 和 Woolf , Kohn ， 以及 Hormander 进一 

步证明了定理在更弱的可微性条件下也成立•这些定理都很艰深， 
故不在此赘述. 

当近复结构是实解析的情形，定理 3. 3很容易 证明. 由于条件 

(3. 12) 成立，根据 Frobenius 定理，存在局部复坐标系/，使得 

(1,0) 次微分式是 d / 的线性组合.若在同一个邻域内有两个这 
样的坐标系^和 W ， 则 dzt ^ 是(1 〆 的线性组合.这意味着《/是/ 
的全纯函数.这些坐标系就在 M 上定义了复流形构造. 

下面我们把可积条件用近复结构张量本身表达出来.由 （3. 2) 
式，在局部坐标系下近复结构 J 的矩阵是 ( af ) ，它满 

足条件 (3. 3). 所有的 （1,0) 次微分式在局部上必然可以写成 
的线性组合，因此可积条件 (3. 12) 成为 

d ( 2 ^ + 


1 ^ a ^ 2n 




2 dx r A dx fi 






1 2 n )), 


modi 2 ( a ; + WW , 


三 0 


(3. 16) 


① 请参见 A. Newlander and L. Nirenberg，“Complex analytic coordinates in 

almost complex manifolds” ， Ann. of Math, 65(1957) ， 391 〜 404 f 
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其中 


da 


da ； 

3x 玲 


(3.17) 


fir — 


3x 


因为关于的线性方程组 

2 (a; + W W 

在 TAM )( g ) C 中决定了 （1，0) 型切矢量所成的复子空间，而后者 
是由（1，0)型切矢量 


0 ， 1 ^ a ^2n 


(3.18) 




d 


2>; — 叩 


1 < < 2” 


a ， 


dx 


张 成的； 因此， （3.18) 的解组 


J —■ ⑷， 


2n 


i 汐 I 2 )，1 < /? < 2 n (3. 19) 

中的最大线性无关组给出了 （3, 18) 的基本 解组. 所以从 (3. 16) 式 


y ^) — (<2 


，认 0 


得到 


— — i <) = 0, 


ff.r 


a fi a 8 * 

^ — = 0 


(3.20) 


命 


^ = 


_ a 7p ^ 


(3.21) 

容易验证这是 M 上的 （1，2) 型张量场，叫做近复结构 j 的 挠率张 
置.这样，上面的结果可叙 述成： 




定理3 

必要条件是它的挠率张量为零. 


设 J 是流形 M 上的近复结构，则 J 是可积的充分 


定义 3. 3 设 

在每一点 


是近复流形 M 上光滑的复数值外微分式.若 
eM ， a > Or ) 是 n ( A /) 上的(>,9)次外形式，则称 a 是 
(/>，？)次外微分式 • 全体(/ > W ) 次外微分式的集合记作 

很明显，為^是复数值光滑函数环上的模，它有下列简单的 


A 


性质 


(1) 若 则 aeA qtP ； 
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(2) 若 沒 e A *， J ， 则 

( 3 ) di4^^CHi4^+2^—1 ~H Ap^~\^q~\~Ap^q-\-\^\~A p — 1 »v+2 9 

(4) 若/ > 或 q>n I =含 dim Afj ，则 A P , q ~0. 

性质 (3) 需要作些 说明. 因为 Am 在局部上是由复数值光滑函 
数、 (1,0) 次外微分式和(0，1)次外微分式生成的，然而 

dA 0 , 0 e A.o + Aa * 

di 4 lt0 C A 2 , 0 + A ltl + A 


0 , 2 , 

dA 0t \ Cl A 29 o + Ai，i + A>,2, 


所以根据外微分的定义，用归纳法立即得到性质 (3) 

设•命 


ip 


ip 


(3. 22) 


dw = 


Bw = 


户， ff+i 


户 +lw 


都是线性映射. 

® J 是流形 M 上的近复结构，则 J 是可积的充分 


则 a : >^-»\心 + 1， 9 和 a : a 


定 




必要条件是 


(3.23) 


d = a + a 

证明 充分性.设是关于的、在局部上线性无 


关的 （ i ， o ) 次微分式.由于 d = a + a ， 所以 

JJd^ 4 = Q f 


即可积条件 


= 0 (mod 6 J ) , 1 


(3.24) 


成立 


必要性.若 (3. 24) 成立，则 

d ^ 4i，o Cl ^ 2t0 H - Ai，i ， d > lo “ C + Ao 


(3.25) 


用归纳法不难证明 


C 3 ^4 户 + 1 ，孕 1 夕， g + i ， 


所以 


d = 3 + 3 
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定理 3.6 流形 M 上的近复结构 J 是可积的，当且仅当 

a 2 = o . 

证明必要14.设是可积的，则 d - a + a , 因此 

0 = a 2 = a 2 + ( a 。吕 + 百。 a > + a 2 . 


(3.26) 


设，则 

d z co g A p ^ q , (a ◊ a + a 。 a) 如 g >Vh ， 9 + 


d ^ u ) g A p%q 


i ， 


+ 2 ， 


所以 


d^co = 0^ (3 ° 3 + a 。 3) 


0， d 2 co = 0. (3.27) 




故 （3. 26) 式 成立. 

充分性.设孕= 0,若 F 是 M 上的复数值光滑函数，则可记 


dF 


(3,28) 




于是利用 （3. 11) 式得到 


3 F = 

k k 

孕尸 =jj d( ^) = n d( 否 — d)F 


dF 


(3.29) 




J [ d ( dF ) 




2 ^ a e l 

_ n 

因为对任意的 F 都有吞 ^=0, 所以 c ^= o , 即可积条件成立. 

现在假定 M 是”维 复流形局部复坐标系是/ = / + 

1< A <« ，则 d / 是 M 上关于典型的近复结构的 （1 ， 0) 次微分式 
因此， AT 上的(/> w ) 次光滑的外微分式》在局部上可以表成 


(3.30) 






*,/，/ 


^， 


= 2 j 


7 dz kl 




A dz k ^ A dz l i A 


A d^s 


A 


(3* 31) 


嗛 ■ ■ 




其中 


是复数值光滑函数. 


a 


若/是 M 上的复数值光滑函数，则 
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d /=2( 

*=I ^ 


df 


d ? + a$ dy 


dx 


= gi ^*+ 

其中 ^ 和 ^ 分别是 ( 3 . 9) 和 (3.10) 两式定义的算子.所以 

3 ，= sS d ?, ^ /== s 

*=1 ^ k=\ 


df 


钟 ， 


dz 


3/ 


dz k 


(3.32) 


k 


dz 


因此从 (3. 31) 式得到 


12 da k^k J..J A dz k ^ 

*1 m p 7l l l Q 


da = 


A dz k p A dz 1 ^ A 


A d z 1 ^ 


A 


mm m 


* _ _ 


da 




- 2 


-dz k 


k 


dz 


A dz k ^ A 


A dz k p A dz 1 ^ A 


A dFs (3* 33) 


# # ■ 


_ _ • 


同 


da 


dz 1 

A A dz 1 /\ dz 1 ^ A 


da= ( — 1) 户 2 


9 


d 之 * J 


A 


A dz 1 ^ (3.34) 


• mm 


« • • 


若记 


f(z l f 


，之 *) = g ( z l 9 


， 〆）+ ih(z\ 


，之 ”）， 


(3. 35) 


m mm 


• • ♦ 


• • • 


则 


a/ if a 

dz k ~ 2\Bx 


3 


ig + iA) 

(^■Sl + ila^-ay 


ay 


a 


a * 


- § g ： 


(3. 36) 


由此 引出： 

定理 3.7 设/是 g 流形 M 上的复值光滑函数，则/是全纯 
函数的充分必要条件是 a/=o. 

证明/的 Cauchy - Riemann 条件是 
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Bg — — Bh 


dg dk 

= d ^ 9 dy k ~ da ： 


1 


根据 （3. 32) 和 （3. 36) 两式，上面的条件与 a /=0 是等价的，即/ 

是全纯函数的条件是 9/-0. 

如果 a 是(/>，0)次微分式，它在局部上表成 


2 X 


d^ 1 A 


A dz 




■ ■ » 


当 


是全纯函数时，则由定理 3. 6 得到 


* 广 * 


da 


S ~^r^ k A A 

所以，算子 a 把全纯的(/ >, o ) 次微分式复线性地映射为全纯的 (户 
+ i ， o ) 次微分式. 


dot = 3a 


A dz 




晕攀 ■ 


§4 复矢量丛上的联络 


在第三章§ 1已讨论过流形 M 上的矢量丛 (£, M ,； r ). 当纤维 
型是 g 维复矢量空间 V 时，所得的矢量丛就是 M 上的复 g 维矢量 
丛.这时，结构群是 


GL(V) ^GL( 9 ,C). 

假定 M 是 m 维光滑流形， ( 五, M ，; r ) 是 Af 上的复 g 维矢量丛， 
则截面空间 r (£) 有复线性结构，它也是 M 上光滑的复值函数环 
上的模.在第四章§ 1关于实矢量丛上的联络的讨论可以平行地 
搬到复矢量丛 (£, Af ,； r ) 上来，只要把那里的实数域换成复数域即 
可.在这里我们不再重复那些讨论了. 

设 U , 是复矢 量丛五 在邻域 UCZM 上的局部标架 

场，则五上的联络 D 的作用可表为 

I 

D 、 = 2 心及， 


(4,1) 


fi 


这里4是 U 上的复数值一次微 分式. 若用矩阵记号， （4. 1) 式可 


写成 
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(4.2) 


D5 = <o • S ， 


其中 


(4.3) 


S = t (5 i ，…， \) ， 


(4.4) 


因此，联络的曲率矩阵是 


Q = (X3f) = dco 
外微分 (4. 5) 式则得 Bianchi 恒等式 

dX3 = co /\ {2 — Q f\ <o m 

若取另一个局部标架场 义， 设 

S f — A * S 9 

其中 det A 关0,则有（见第四章§ 1的 （1. 29) 式） 

Q! = A * D • 

上述变换公式启示我们给出下面的定义. 

定义 4. 1若对于矢量丛(五， M , tt ) 的每一个局部标架场 S 都 

指定了一个由 A 次外微分式组成的 gXg 阶矩阵恥，它们在标架 
场 S 作变换 (4. 7) 时遵从变换规律 


A 


(4.5) 




(4, 6) 


(4.7) 


(4-8) 


A — 1 ， 


(4.9) 




则称 为伴随型张置矩阵. 

因为联络矩阵 w 在标架场 *s 作变换 a 7) 时的变换公式是 

o/ ^ A = dA -f A 


(4. 10) 


所以外微分 (4. 9) 式得到 


d^5= di4 A ^5 • A~ l + A * d^ s • A~ l 

+ ( - 1 )M 

用 (4. 10) 式代入，整理后便有 


A cL4— 1 


s 


A~ l 


IPS 


(4. 11) 


其中 
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+ (- 1) 啼 5 A 


(4. 12) 


由此可见， { D 办}仍是伴随型张量矩阵，其元素是 A + l 次外微分 

式.我们把 D ^ s 称为伞 s 的协变微分 • 

根据上面的定义， Bianchi 恒等式 (4. 6) 说明曲率矩阵的协 

变微分是零，即 


D 




s 


s 


(4 - 13) 


DO = 0 

为记号简单起见，在讨论伴随型张量矩阵时，如果只在一个标架场 
下计算，常略去指示所在标架场的下指标* S . 

将 (4.12) 式再一次协变微分，则得 

D 2 少 =^ N n — (I K 


(4. 14) 


(请读者自证).我们把上式右端记作 

[ 金， 13] = 0 /\ Q — Q A 


(4, 15) 


所以 （4.14) 式成为 


D 2 ^ =[少， f 2] 

现在考虑 qXq 阶矩阵 A ( l « r ) 的 r 重复线性函数 PCA , ， 

，九).若设 


(4. 16) 


Ai = « 沒 ），1 ^ a^/3 < 9 , 1 ^ ^ r f 


(4. 17) 


则函数尸可表成 


S 夂 


PCAj f ••- 9 A r )= 


(4.18) 




• • • 




其中 ； i 


是复数.若对 {1， …， r } 的任意一个排列 a 都有 

r ( r ) ) = 尸 Ml ，… ， A r ) ， 

则称 P 是对称的;若对任意的 BeGL ( wC ) 都有 

尸= P ( A lf -, A r ) 9 

则称尸是不变多项式. 

用下面的方法可以得到一系列对称的不变多项式.设/是 
Xg 阶单位矩阵，命 


r " v # i …八 


PCA 


(4. 19) 


• • « 


^(1) ， 


(4. 20) 


q 


S ! ^) 


det I — A 


(4.21) 


2k 
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其中 AG4) 是 A 的元素的）次齐次多 项式. 对于任意的非退化 q 
Xg 阶矩阵5,因为 


I + = B\I + 


2 k 


2宂 


所以 


BAB~ l 


det I + 


det I + 


( 4 - 22 ) 


A 


2 丌 


2 丌 


于是 


=尸,04), 


(4. 23) 


巧 C4) 是不变多项式. 

设尸 ,(4 ，…，木)是尸〆 A) 的完全极化多项式，即尸 )(4! ，…， 

木)是戌，…，為的 j 重对称的线性函数,并且使 

尸 〆 A ， … ， A) = PyU). 

容易证明尸〆 Ai ，…， 4) 可以用尸 ,04) 表示出来，例如 


(4.24) 


P 2 (^1^2) 


{ P 2( 為 + 乂2)—尸 2(^^1) — 尸 2( A ) } ， 




P 3 (^1 9 ^ 2 ^ 3 ) 


= ~{ p 3 (^i + 為 + A 3 ) — P 3 ( Ai + A z ) 


—/^(木 + j 4 3 ) — P 3 ( A 2 + i 4 3 ) + P 3 ( Ai ) 

+ 尸 3 04 2 ) + P 3 ( A 3 )}. 


(4. 25) 


所以尸 ,0^ ，…， 4) 是不变的对称的_/重线性函数. 

假定 PG^ ，… ,A r ) 是不变多项式，将非退化矩阵5记成 

B = I + B f , 


(4.26) 


则 


扩 1 = 1 - 及+ …， 


(4.27) 

其中省略的部分包含了矩阵及的元素的高次幂.代入 (4. 20) 式， 
并取汉的线性部分，则得 
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， 5 M , _ AB 1 , 

如果 A 是以外微分式为元素的矩阵①，则 (4, 28) 式仍旧成立. 

设 A 是4次外微分式构成的矩阵，则对任意的一次微分式 

构成的 qXq 阶矩阵沒有 

S (- 1) 


(4.28) 


lr ) = 0- 


* * • 


l«r 


+… +d, 


$0 A A ， … ， A r ) 


^ P(A 


•畢 _ 


1 ， 


1«疒 


+ 2 (― 1 严 


+<+1 


■ ■響 


^Ai A 沒 ，…， D 


l«r 


(4. 29) 

要证明此式，只需注意0是形如及 • a 的矩阵之和，其中 B ， 是 qX 
q 阶数量矩阵, a 是一次微分式.利用尸的多重线性的性质，只要 

对 0= B ，• a 验证 (4. 29) 式即可.若将 • a 代入 (4. 29) 的左 

端，则得 


= 0 . 


a 2 


尸 （Ai ，…， 及•在 ■，…，/ l r ) 


a 




S 


/ ^(4 ，…， A. • ，… ， 4r)| ； 

由 （4- 28) 式，上式括号内为零，故 (4. 29) 式成立. 

不变多项式建立了联络的局部性质和整体性质之间的联系. 
设 ，…， A ) 是不变多项式，把 A 取成 A 次外微分式构成的 

伴随型张量矩阵，显然尸 ( A ，…, A r ) 是与局部标架场的选取无关 

的 <3? i +^2 + -*+£/ r 次外微分式，因而是在 Af 上大范围定义的外微 

■ 

分式. 根据 (4. 12) 和 （4, 29) 两式， 

dP ( A lt — , A r ) 

= 2 ( - d 




d ^^ P(A 


， <L4, ，••• jA r ) 


奉癰* 


1 ， 


l<i<r 


①若尸 04 


可表成 ( 4 . 2 8) 式，当 A = (a^) 是外微分式构成的矩阵时，则 


_晕# 


1 ， 


命 


S \ 


尸 （山 ，…， d r ) 


A 


A 






a 


_ * # 


a 
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2 (- 1) 


[ 尸 （Ai ，…， D/1, ，… ，九 ) 




+ P(Au 949 ^(o A A ~h ( — l) dt+l Ai A 

S(-1) 


，九) ] 

，…， DA ， …， A r ). (4 - 30) 


仿， 




l<r<r 


特别是，对于不变多项式 P ,( A ) ，取 A 为联络的曲率矩阵 D ， 

则 D /2 = 0, 所以 


d 尸 y ( il ) = 0， 

即 P >03) 是在 A / 上大范围定义的 2) 次闭外微分式. 

定理 4.1 设 (£, M ,； r ) 是 m 维光滑流形 M 上的 g 维复矢量 

丛， D 和打分别是对应于联络 w 和 &的曲 率形式.若 PG 4 
A ) 是对称的不变多项式，则在 M 上存在 2 r - l 次外微分式 Q ， 使 


(4.31) 


1， 


P ( O ) - P ( D ) = dQ , 


(4-32) 


证明命 


(4.33) 


1 = 


CO — (O 


若取另一个局部标架场 y S ，则 

f * B = dB + B 
( o f * B = dB + B 

其中 W ， o / 分别表示在局部标架场* S ' 下相应联络的矩阵.所以 i 
=&_0/和 7 有下面的关 系式： 


O ) 


仞， 


rf • B = B • 巧， 

即7是伴随型张量矩阵,其元素是一次微分式.命 

+ 巧，0<^ < 1, 

则叫给出了依赖一个参数 f 的一 族联络 ，在 f =0 和 £=1 时分别 
给出 W 和心联络叫的曲率矩阵是 

O t = d<o t — w t f\ oo t = O tT>rj — t z 7j f\ rj^ 


(4.34) 


(4. 35) 


(O 


(4, 36) 


所以 


d 


n t = T>t} — 2trj A rj. 


(4. 37) 


dt 
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其中协变微分 D 是关于联络 w 取的. 

设 P ( A i9 ， A r ) 是对称的不变多项式，命 

P ( A ) = />04，".，^4)， 


(4. 38) 


则 


dO t 


d 


子 p (0 r P 


，仏 …， A 


dt 


dt 


= Q(D7 ， /3,) — 2fQ(7 A 7,A). 

根据协变微分的定义，从 (4. 36) 式得到 

DO t = tV> z rj — 尤 2 D ( 亨八 7) 

m 

^ t{rj f\ a — Q f\ rj) + t 2 (V A D7 — D 7 A 7) 

= t[rj,n~\ + f 2 [7 ， D7] 

= j £ l ^\ 9 


(4* 39) 


(4. 40) 


所以 


d{2(^ 9 O t )= rdP(T]j{2 t9 *** ,X3 f ) 

= rP ( Dy 9 Q iy Q t y 

— r(r — 1)F(7 ， DX}”A ， … ， A) 

= Q ( D ”， iQ |) 

— r(r - 1)^P(7 ， [7 ， A] ， A，.”，^). (4.41) 

在 (4. 29 ) 式中命则得 

2P(V A v t n t9 — f o t ) 

_ _ 1) P (7, [7，^]， A ， …， A ) 


0, 




2Q(V A VM - r(r- …, A) 


0 




(4*42) 


比较 (4, 41) 和 （4. 42) 两式便有 

dQ(7*A)= Q(D ，， A) — ZtQiyi A 7, A) 

尸(兑）. 


d 


(4.43) 


dt 
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两边对 £ 积分，则得 


(J Q(7 ， a)c^j , 


PCD ) - P ( O ) = d 


命 


Q(i/ f iQ^)di t 

Jo 

则 Q 就是定理所要求的 M 上的 2r-l 次外微分式. 

如同 (4. 31) 式， P ( fl ) 是闭外微分式.如果它是实值外微分式， 

则它决定了流形 M 上的 de Rham 上同调群中的一个 

元素.定理 4.1 的意 义是： 外微分式尸 03) 是依据联络而定义的， 
但是它所决定的 de Rham 上同调类与复矢量丛£上联络的取法 

是无关的.现在我们要在复矢量丛五上引进 Hermite 结构；对于 
Hermite 结构的容许联络来说 ，尸 03) 确定是实值外微分式.由此 
可见，每一个对称的不变多项式 P 对应着一个 de Rham 上同调 


Q = 


(4.44) 


类. 


定义 4. 2设 V 是复矢量空间.若有定义在 VXV 上的复值 

函数满足下列 条件： 

(1) 对任意的々，又 2 €6：，有 

M -f- = 义1 只(芒 1，7) + 义2只(芒2,7); 

(2) H (芒，孑)， 

则称//(匕7)是7上的 Hermite 结构. 若对任意的都 


有 


> 0 , 


则称 Hermite 结构//是正 定的. 

注记设•/是2«维实矢量空间 V 上的复结构.规定 

i • X = JX， X ^ V 9 

则 V 成为 w 维复矢量空间 • 这样，定义 2. 2所给出的有复结构的 
实矢量空间 V 上的 Hermite 结构,与定义 4. 2给出的复矢量空间 
V 上的 Hermite 结构恰好是彼此对应的. 


(4.45) 
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设是 m 维光滑流形 Af 上的 g 维复矢量 
丛. 若在每一点以光滑的方式在纤维 jT ^ Ct ) 上给定一个正 

定的 Hennite 结构，则称在£上给定了一个 Hermite 结构. 有给定 
的 Hermite 结构的复矢量丛称为 Hcrmite 矢置丛 . 

所谓“以光滑的方式” 是指： 若是丛的任意两个光滑截 
面，则 7) 作为 M 上的复数值函数是光滑的. 

根据单位分解定理不难证明(与流形 M 上黎曼度量存在性的 
证明相仿），在每个复矢量丛上必有 Hermite 结构 • 对于任意一个 

局部标架场 


定义 


S = f (s 


9 

Hermite 结构 H 对应于一个 Hermite 矩阵 

H s = ih aJ ) = X H S , 


■ « ■ 


1 > 


(4. 46) 


其中 


= H (s a ， Sp) 

设 f 7= 2^%，贝 1 』 

尺(匕 7) = 2 K 7". 


(4,47) 


a 


(4. 48) 


p 


a 


定义 


设 D 是 Hermite 矢量丛上的联络.若对于沿任意 

一条曲线平行的任意两个矢量场彡，7, HG ,7) 是常数，则称 D 是 
该矢量丛上的容许联络. 


n 


因为 e 和 7 沿曲线 C 是平行的，所以沿曲线 C 有 

VI c 
Z-j s 


= d $ 


a 


= o » 


0 


Drr = dr - 2 ^ 


0 






因此从 (4. 48) 式得到 

d //(^，7) 

由此可见， W 是容许联络的条件是 


2 ( d/l ^ - ^hyjcol - ^ V 0 

7 7 
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Y ] h a 7<4 


(4 - 49) 


dh —— 


0, 








rp 


或用矩阵记成 


H + H 

注记在 Hermite 矢量丛上，容许联络是必然存在的.请读者 


dH - 


(4. 50) 


自证 


外微分 （4. 50) 式，则得 


D •// + //• W = 0， 

n 

所以矩阵 D H 是 Hermite 反对称的，这样，对于 Hermite 矢量丛 
五上的容许联络而言， 


(4*51) 


(/ + ^) = det(/-^j 

I 

= detf/ + • Q • H 


det 


2 k 


=det 7 + — O ], 


In 


所以 


PjiO) = Pj(O), 

因此，巧⑴)是 M 上实数值 2 i 次闭外微 分式. 尸，⑴)所决定的 de 
Rham 上同调类 <:)(£：> 与£；的 Hermite 结构及容许联络的选取无 
关，称为复矢量丛五的实系数的第个陈类 (Chern Class ). 

将行列式 (4. 21) 展开，不难得到 P ,03) 的表式是 

E 呓:: ㈣ 八 

，㈣ 1 J 


尸 〆 幻）= 


A (4. 52) 

其中 (《) 是 Hermite 矢量丛 £ 的容许联络的曲率矩阵. 

注记如果£是 M 上以 F 为纤维型的 g 维实矢 量丛. 命 
五 ® C 是£的复化，它是以7维复矢量空间 V ® C 为纤维型的 
复矢量丛.设〜是复矢量丛也 ® C 的第 2) 个陈类，则称 

Pj(E} = (~ 1 yc 2J e H 4i (M } R) 

是第 j 个 INmtrjagin 类(参阅参考文献 [ 14 ]>. 如果实矢量丛£:上 


鲁## 


)! \ 2 兀 


(4.53) 
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的联络 0 的曲率矩阵是 


O = (/3f) ， 

Wide Rham 上同调类/^(£)是由实数值 4 i 次闭外微分式 


A 


A 


(4. 54) 


• • • 


2> 


(2j)l(2n) 


决定的 


定义 4 .5 设 M 是 m 维复流形 ，； r : £— AT 是 M 上的 9 维复 
矢量丛.若对于 Af 上任意两个相交的局部坐标域 (7 和 V ，转移函 


数 


f / 门 W —► GL ( g ； C ) 


Suw 


都是全纯映射，则称 E 是 M 上的 全纯矢 置丛. 

若全纯矢量 丛五的 纤维型是复一维矢量空间，则称它是复流 
形 M 上的 全纯线丛. 

显然，全纯矢量丛的丛空间是一个复流形. 


把別维复流形看作 2 m 维实流形有典型的近复结构，那么 M 
上关于典型近复结构的全体（1，0)型切矢量构成的集合是复流形 
M 上的全纯矢量丛，称为复流形 M 的切丛.这是因为，对于从的 

任意一个局部复坐标系 （ Z 1 ， 


3 


9 


恰好构成切丛 

的局部标架场•显然，任意两个这样的标架场是全纯相关的，所以 
切丛是全纯矢量丛. 




• • « 


dz x 


设 y : c / 


E 是全纯矢量丛£在邻域 UCZM 上的一个截面.若 

是全纯映射，则称 y 是全纯 截面. 设 s 和 * s ' 是两个全纯的局部标 
架场,则在它们的公共定义域上有表达式 


7 


S f = A • S ， 

其中 z 是全纯函数所组成的非退化矩阵 

定义 4. 6 设 D 是全纯矢量丛 (£ :,上的一个联络•若对 
任意一个全纯的局部标架场 S ，联络矩阵 w 关于 M 上的典型近复 
结构是由（1，0)次微分式组成的，则称 d 是(1，0) 型联络. 


(4.55) 
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上面的定义是有意义的，即01是 (1 ， 0) 型矩阵与局部标架场 S 
的选择无关.因为在全纯的局部标架场的变换(4, 55) 下是由全 

纯函数组成的矩阵，所以由定理 3. 6可知，士1 = 0,因此 

<o f — dA * A~ l + A 

= BA • A — 1 + A 

如果 W 是 (1，0) 型矩阵，则 o / 也是;反之亦然. 

若五是 Hermite 全纯矢量丛，则在 _£ 上有唯一确定的（1，0) 

型容许 联络. 实际上，如是容许联络的条件是 

H + H 

若仿是（1，0)型矩阵，则 &是 （0，1)型矩阵，所以 


A ~ 




dH = 


3/^/ =： 


H 


(4.56) 


由此得到 (1,0) 型容许联络 o * 必须是 

<o=3H • H~K 

容易验证，上式确实给出了 £上的一个联络 

Hermite 全纯矢量 丛五上 （1,0) 型容许联络的曲率矩阵是 

0= d(dH • H~ x ) - OH • H~ l ) A OH • H~ l ) 

~ BdH • H~ l -}- dH • H~ l A 3// • // _1 , 

所以是 (1，1) 次微分式构成的矩阵. 


(4 - 57) 


(4* 58) 




§ 5 Hermite 流形和 Kahler 流形 

定义 5. 1 设 M 是 m 维复流形. 若在 M 的切丛上给定一个 

■ 

正定的 Hermite 结构 H ， 则称 Af 是 Hermite 流形 • 

对于局部复坐标系 O /^ 1 ，…，^)，切丛的局部标架场是 


9 


(5* 1) 


5, — a〆 ， 


在本节，指标的取值范围规定为 


1^2 ， i ，是，/ < m ， 


并采用省略和号的和式约定.命 
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^il = ^ki — 


( 5 . 2 ) 


^*7 = 


(5-3) 

且矩阵 H = ( A , i ) 是正定的.若匕 7 是 U 上两个 (1 ，0)型切矢量场， 
它们可表成 


i 立 

a〆 ， 


a 


其中夕 ,7* 都是 C / 上的复数值光滑函数，则 

H (芒， 7) = V k f 


(5.4) 


V 




(5,5) 


M 上的 Kahler 形式 


H = —hijdz 1 A 


(5. 6) 


是实数值 (1，1) 型微分式. 

切丛上的联络有挠率矩阵.设与局部标架场5=1(^， 
对偶的余标架场是 < T = ( a 1 ， … , an . 若有另一个局部标架场 

S f = A • S ， 


) 


(5. 7) 


则对偶的余标架场是 


^ r 1 ， 


a 


或 


a f - A 


(5. 8) 


(J = 


外微分 (5. 8) 式，得 


d ( T = d ( T f • A — A dA 

=(d^ — a 1 A + <r A 




T f • A f 


(5. 9) 


r = 


其中 


=d<r — *7 A 


T f == di/ _ a 1 f\ (o f 

是复数值二次外微分式组成的 （IX w ) 阶矩阵，称为在复流形的 


(5, 10) 


仞， 
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切丛上的联络的挠率矩阵. 

定理 5. 1设 M 是 Hermite 流形 . D 是 M 的切丛上的 （1,0) 
型联络的充分必要条 件是： 它的挠率矩阵是由（2,0)次微分式组 


成的 


证明设 ( W ， …,是全纯标架场 S 的对偶的余标架 
场，则每一个 〆 是全纯的（1，0)次微分式，即对于局部复坐标系 
f ，，可表成 


a) dz J ， 


其中4是全纯函数.因此 


d<j = 0 


(5*11) 


联络矩阵⑴可以唯一地分解成 


仞1 +仞2， 


(5,12) 

其 中叫和 吟分别是（1，0)次和（0，1)次微分式组成的矩阵.这 样, 
挠率矩 阵1 可表成 

r = dcr 一 a f\ 

右端已分解成(2,0)型矩阵和（1，1)型矩阵之和.由此可见,挠率矩 
阵是由（2,0)次微分式组成的充分必要条件是 


= ( 3 <t — a /\ (o x ) — a /\ 


(5.13) 


2， 


a /\ co 2 = 0 


(5.14) 


假定叫=(以），则 （5. 14) 式成为 


A Q ) 


J 


0 


(5.15) 




根据 Cartan 引理得到 




(5. 16) 

其中4是复数值光滑函数.因为 d 是（1，0)次微分式，而 V 是 
(0，1)次微分式，所以条件 (5. 14) 等价于 J 

a fj — 0 9 即仞 2 = 0 




(5. 17) 


也就是 w 是 （1,0) 型的. 

在叙述（1，0)型联络的定义时要用到全纯标架场，而定理 
给出的判别法只要求局部标架场是光滑的；因为 (5 . 9) 式表明，局 


5. 1 
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部标架场的变换 (5. 7) 不改变挠率形式 r 1 的双次，即不改变挠率 
矩阵的型.这对研究 Hermite 流形是方便的，事实上规范标架场 

{ srfHisi ，&) =知}是光滑的，而不 一 定是全 纯的. 

根据上一节最后一段的讨论，在 Hermite 流形的切丛上存在 

唯一确定的（〗，0)型容许联络;它的挠率矩阵必是 (2,0) 型的，曲率 
矩阵是(1，1)型的.通常把这个联络称为 Hermite 联络. 

定义 5. 2如果 Hermite 流形 M 的 Kahler 形式 H 是闭外微 


分式，即 


d// = 0, 


(5 - 18) 


则称 M 是 KShler 流形 • 

定理 5. 2 Hermite 流形 M 是 Kahler 流形的充分且必要条 

件是： A / 上的 Hermite 联络的挠率矩阵是零. 

证明显然，在定理中所提到的两个条件都与标架场的选取 
是无关的，因此只要在自然标架 (5.1) 下验证定理就行了.设与 （5. 

1) 对偶的余标架场是 


c — ( dz 1 ,… 9 dz m ) ， 


所以 d < r =0. 因为 Hermite 联络是 

式所给出，因此挠率矩阵 r =0 的充分必要条件是 

0 /\ --- 0， 


af /. H - \其中 H 如 （5. 2) 




( 5 * 19 ) 


或 


8 A - 


2如 

“j 

抽 , j _ 

dz j 


dz j A dz f = 0, 




( 5 . 20 ) 




dh t 


• = 0 




但是 Kahler 形式 // 的外微分是 

H 蝥 w 


dH — 


A dz l A dz 


dz J 


i 机 


fd〆 八 dz ’ A dz 


2 l dz J 
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— ^fdz J A dz A A dz' 


( 5 . 21 ) 


所以 dH =0 与 (5. 20) 式是等价的，定理证毕 • 

当局部标架场改变时，我们有下面的公式 

S’ = A • S 9 


cr f • A 


o = 


(5 - 22) 


O f • A = A 


H r = A^H ^ X A 


所以 


a - h 9 


a ^ an * H) ^ x a 


(5.23) 

另外，曲率矩阵是 Hermite 反对称的（ § 4 的 (4. 51) 式），即 




U ^ H =- x (Q ^ H). 

因为 • H 是 (1,1) 次微分式构成的矩阵，所以可设 

Q % H — (O iS ) , 


(5 - 24) 


(5.25) 


= 2 及 


A o l 


ik 


ikjl 


>，/ 


由 （5. 24) 式得到 


u =一 化， 


(5.26) 


所以 


^ikji aJ A ^ = — R^jj d J f\ a 1 = a j A 9 


R 


=Rrr 


(5.27) 


ti ji 


kilj 


设 G 4/) ，则 （5. 23) 式就是 

A'f = y]^f ^pq 


其中汀•//'=(义)•若仍记 


= Ti R \ H a，i A 


a 


则 
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S AfAlA^R 


(5. 28) 


R 


ik jt 


/> ，殳 ， 《，v 


取 M 在点: r 的 （1，0) 型切矢量夂它在标架场 S 和 Y 下分别有分 
量 f 和 f % 则 




( 5 . 29 ) 


所以 




爸“安 I k 在 f 专 f 


kjl 


S 及 


爸 m v ， 


( 5 . 30 ) 


pquv 


p ， q ， tt，v 


可见上述表达式不依赖于局部标架场的选取.若 (1,0) 型切矢量6 

尹0,则命 


2 2^7^^ 

“k ， j，l _ 

(2>声) 2 ’ 

称为 Hermite 流形 Af 在 0 r ， O 的全纯截面曲率. 

由 （5. 22) 的第三式得到 




( 5 . 31 ) 


Tr {2 f = Tr 


( 5 - 32 ) 

因此 4> = Tr 12 是在 Af 上大范围定义的 （1,1) 型微分式，称为 


Hermite 流形 M 的 Ricci 形式 


设 P 是矩阵//― 1 的元素，则 

R= ^ j R i 

f jt ^ 

与局部标架场的选取也是无，并且 

及= 

*，*，>，/ 

所以 （5. 33) 式定义了流形 M 上的一个实函数，称为 Hermite 流形 

的数量曲率. 

紧致的 Kahler 流形在拓扑上有很强的限制，例 如： 紧致 
Kahler 流形的第二个 Betti 数不能 是零. 这是因为 Kahler 形式 A 


: W 


(5. 33) 


ikjl 


: h iS ^ = 2 R kii hkiflh = R ^ 


'hji 
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是实数值闭外微分式，所以它决定了第二个 de Rham 群 H 2 ( M ， 
及)中的一个元素容易看到实际上，根据 Kahler 形式的局 
部表达式 


=含 A 


所以 


H 


! (det H ) /\ ( dz k A dz k ) 


因为矩阵 // 是正定的, det //>0,所以 

H m > 0 . 

对应于 H 2 m ( M , R ) 中的元素 m * (即指 w 个 m 的上积 （cup 
product ))， 而 f 就是上同调类 W 在基本类 Af 上的值 • 因此 

J M 

关0，《关0,这就证明了上面的论断. 

设 Af 和 JV 分别是 m 维和” 维的复流形,/: M - WV 是全纯映 
射.若，且映射/的 Jacobi 矩阵的秩处处是 

入.如果/还是单一的，即对于任意的 x 关 yeM ， 都有 / Cr ) 关 
f ( y ), 则称/是嵌入. 

定理 S . 3 设 U 是 Kahler 流形,/: M — N 是全纯浸入，则 M 
上有从 W 诱导的 Kahler 结构. 

证明 设声 € M ，（ 21 ， …， 〆 )是流形//在点9 = /(/ >) 的复坐 

标， ( w 1 ，… ， w /") 是流形 M 在点/>的复坐标系,则映射/在局部上 
可表成 


U 


，则称/是浸 


= /'w 1 ， … ^ZV m ) 


设 iV 上的 Hermite 结构是 


" = 2 〜歹 d《d z 


fi 




Kahler 形式是 


含 2 h afi^ a A dz fi . 


H = 
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并且 d //= 0. 命 


Bz a dz p 

dw f Bay ’ 


2 ( A J 。 f 、 


A ： 






D ? 


则矩阵分= (< 7 ) 仍然是正定的，它给出了 M 上的正定的 


Hermite 结构 


h\j dw 9 d w j ， 


IV = 


其 Kahler 形式是 


= 4- 2 h o duji 

乙 


A 


H f 


显然 


H 1 = PH , 


且 


dH f = d 。 f* (dH ) = 0 ? 

所以复流形 M 关于诱导的 Hermite 结构 //' 成为一个 Kahler 流 


形. 
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Mr 


:肽•锔嚇 ^ -Jt 






第八章 Finsler 几何 


上_ 

5 


在第五章已经讨论过黎曼几何学，即基于正定的（至少是非退 
化的)二次微分式 


ds 2 = £\j(u)du l ⑭ du j 

的度量几何学，其中 V 是局部坐标“是该流形上的光滑函 


数 


在本章，我们将考虑更一般的情形，不受度量形式是二次式的 
限制.为此假定 


ds = F(u l , , ••• , 


(L 1) 

其中 FCr ;: v ) 是有 2 m 个自变量的非负光滑函数，并且仅当 y = 0 

时为零，称为 Finsler 函数. 还要求 FG ： ; i y ) 关于自变量是一阶齐 
次函数，即 


FCr 1 ， 


;》 y ， …， 乂，） 

= I a w ， … ， x m ;y , 




• • • 


，，），V Ae R. ( 1 . 2 ) 

黎曼在 185 4 年所作的具有历史意义的就职演说中已经引进 
了这种情形①.因此，更确切地说，以 a . 1) 式为基础的几何学应该 
称为 Riemann - Finsler 几何学.为了简单起见，我们仍按习惯称之 
为 Finsler 几何，以此来承认 Finsler 在1918年的学位论文对该领 
域所作的贡献 . Finsler 几何的出发点是微积分学的首要概念，也 


• « • 


①关于该演说的英文译本及其评注请见参考文歒 [ l 9 ， vo l . I ， 1979的第 4 a 章 
和第 4 B 章].与其有关的关于 Finsler 几何方面发展的评述请见 S . 


S_ Chern，“Finsler 
restriction 


geometry is just Riemannian geometry without the quadratic 

AMS (Sep. 1996) ， 959 〜 963. 


Notice of 
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就是计算曲线的弧长，而其各种不同的应用则要求 (1.1) 式的普遍 
性.例如，固态物理涉及晶格，其几何自然是 Finsler 几何. 在复流 

形上有 Cara - theodory 度量和 Kobayashi 度量等许多内蕴度量， 
一般说来，它们不是黎曼度量，而是 Finsler 度量.（关于 Finsler 几 
何应用的最新综述，请见 D . Bao , S . S . Chern and Z . Shen , 


ed * 9 Finsler Geometry (Proceedings of the Joint Summer 

Finsler Geometry，July 16 〜20，1995, 

Seattle ， Washington)，Contemporary Mathematics , VoL 196, 

AMS , Providence (1996).) 


Research Conference 


on 


我们在这里的论述起源于本书第一作者在1948年的一篇论 
文®.这篇论文在很长一段时间里没有引起重视，但是，近些年来 
在这方面取得了显著的进展在本章，我们将介绍从这个进展所 
引发的一系列重要的成果，借以说明 Finsler 度量是研究黎曼几何 

的更自然的出发点. 

关键的观念是考虑 Finsler 流形 A / 上的射影化切丛 PTM.^L 

者球丛而不是按常规只考虑切丛 TM. 而黎曼似乎尚未认识 
到这一点.比较射影化切丛 PTM 与球丛 SAf 的优缺点是微妙的， 

对其作出判断则超出了本节的范围.在此我们只是 指出： 从几何 
观点看，采用尸了 M 是更简单、更自然的 做法； 而无论是从理论上 

还是从应用的角度而言，则容许一类更广泛的、有意义的 
Finsler 空间.为简便起见，在我们的叙述中将采用/同时认 

为许多结果同样适用于 * SM (关于情形的详细讨论请见参考 
文献 [2]). 


① S. S. Chern f “Local equivalence and Euclidean Connections in Finsler 
Spaces ”，Science Report ， Tsingkua University ， 5(1948) ， 95 〜 121 . 也可参见 S. S. 
Chern, Selected Papers f I (Springer-Verlag ， 1989) ， 194~212. 

② 参见： D* Bao and S. S. Chern, “On a notable Connection in Finsler 
geometry ”，Houston J. of Math. , 19(1993), 135~180. 

S* S. Chern，“Riemannian geometry 
Contemporary Math, , 196(1996 )， 51~58. 


special 


of Finsler geometry” 


as a 


case 
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在以 PTM 为底流形的典型诱导丛 p^TM^PTM 上能引进 
活动 标架. 所谓的 Hilbert 形式是余标架场的一个特殊的截面，它 
决定了 PTM 的一个切触结构. Hilbert 形式及余标架场的其余的 
截面的外微分导致唯一的无挠的、且“几乎与度量相容”的联络，称 
为 Chern 联络，它有特别的 性质. 该联络可以看作是黎曼几何中 
Christoffel-Levi-Civita 联络的推广，为 Finsler 几何中的等价问题 
提供了一个解答. 


Chem 联络的无挠性以及几乎与度量相容的性质也保证了 
Finsler 几何中弧长的第一变分公式和第二变分公式具有如同在 

黎曼几何情形的熟悉的 形式. 因此，在黎曼几何中把曲率和拓扑联 

系起来的许多重要的定理都能够很容易地推广到 Finsler 几何的 


情形 


上面所述的一些想法将在以下各节作详细的 解说. 关于 
Chern 联络的存在性及其特别的性质叙述为定理 3 . 1 和定理 3 . 2 
( Chern 定理），这是本章的主要定理. 


§2 射影化切丛 PTM 的几何与 Hilbert 形式 


在本章，如无特别 的声明 ，小写拉丁字母(；^除外)指标取 

是指 Finsler 流形的维 数）； 小写希腊字母指标取 


到 w 的值 ( 


1 


到 m — 1 的值 • 

定义 2. 1设 M 是一个 m 维流形 • 如果在它上面的任意一条 


曲线 








的长度 s 由积分 


d ^ 1 

會 ■ ■■国 ■■ 

， ck ， 


du m 


F\u\ 


^ dt 


( 2 . 1 ) 

给出，其中 f 是具有 § i 的 （ i . i ) 式下面所述的性质的函数，则称 

M 是一个 Finsler 流形. 
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加在 F 上的一阶齐次的性质使得弧长 5 在曲线作参数 


注记 


变换时保持不变. 

Finsler 流形 M 有切丛 h TM — M 和余切丛 〆 

在切丛: TM 上，把彼此差一个非零实因子的非零矢量等同起来， 
便得到 M 上的射影化切丛 PTM . 从几何上看，/是 M 上的线 

元所构成的空间.设《*，1<〗<桃，是从上的局部坐标，则非零切矢 

量能够表示为 


T*M—M 


3 


X = X 1 


du' 


其中 Y 不全为零.于是 w 1 , X 1 成为上的局部坐标，也是 PTM 
上的局部坐标，只是把：^看作齐次坐标(它们被确定到差一个非 
零实因子).用 PTM — M 记丛投影 

p(u ! = (!/• )• 

我们的基本观念是考虑以 PTM 为底流形的诱导矢量丛 p * TM . 
这个丛的纤维是 m 维矢量空间，而底流形 PTM 的维数是 2 m — 1 
(参看图 14) .因为函数关于尤是一阶齐次的，则由齐次 

函数的 Euler 定理得知 


yi dF 


矢置丛 
TM PT 
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再次求导得到 


V ， d 2 F 

dx l dx j 

是关于 T 的零阶齐次函数，因而也是上的 


:= 0 


( 2 . 3 ) 


3F 


后者表明 


dx { 


函数 


设 ( W ) 是尸: TM 上的另一个局部坐标系，则我们有 

= 


Bv l 


— X j 

du j ， 


( 2 . 4 ) 


因此 


dF _ 3F 3v J 

sx i = W r ai? 


( 2 . 5 ) 


由此可见, 


BF 


f —… 1 ； BF . - 

w = dx idu = W idv 


( 2 - 6 ) 

与局部坐标的选取无关，是内在地定义在上的〗-形式，称为 
Hilbert 形式 . 根据 Euler 定理 （(2. 2) 式）, Af 上的弧长积分 （2. 
能够改写为 Hilbert 的不变积分 


1) 


r 


(2. 7) 

Hilbert 形式含有丰富的信息 • 在下一节中我们将会看到通过 
它的外微分能产生具有特别性质的联络 • Hilbert 已经认识到这个 
1- 形式在变分学中的几何意义，并作为他在 1900 年列举的著名 

的 23 个问题的最后一个问题叭 

现在我们来计算外微分 d % 并采用活动标架•在这里,以及在 
今后的类似计算中，要紧的是要记住的底流 形是尸 TM , 因 
而^引进的撖分式都是 PTM 上的微 分式. PTM 上的微分式能够 

表示为了财上的微分式，只要后者在尤乘以一个实数因子时保 


①关于 Hilbm 的第 23 个问题与 Finsler 几何的联系的评述，请见 
Remarks on Hilbert 9 s 23 rd Problem ' The 


S. S. Chern, 

A . InUllig . f 18(1996), No . 4, 7 


8 
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持不变，并且在 ； T 上的值为零在这里, PTM 上的微分式 

都是这样来表示的，并且 PTM 上的外微分是通过 TM 上的外微 
分来获得的. 


设 


Sij ^ ® dti J 

= ax ^( i /r2 ) dM， ® d 

_ 

d 2 F dF dF 

dx i dx j 十兩函 


u 


J du* ® du J , 


F 


( 2 . 8 ) 

这是内在地定义在 p * TM 的纤维上的、对称的 2 阶协变张量(基 
本张 量). 假定这个张量是正定的（强凸性假设），并且称它为 

Finsler 度量.设 


; d 


( 2 . 9 ) 


du J 


①设 


，m ，是 PTM 的局部坐标•其中 Y 是齐次坐标.假定 

1 = ft dX 1 + gi 

上的值为零，并且在X，乘以实数因子时保持不变 


• * « 


是: TAf 上的 1- 形式，它在 义嘉 


于是 




= 0 , 

fi ( u j 9 X k )j 0 


= — 7 - 


A 


且 


g ,( u ^ XX k ) 


又尹 0. 


上面的第一个方程意味着 


faX 


X 


因此 


— fo dX ^ + f m dX m + gi dtt* 

-f-[ d ^-^dX-) + gi du 


厶 ( O d (轰卜 (o 如 




X m ^0 


这是 PTAf 上的 1- 形式 
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是矢量丛的关于基本张量 G 的单位正交标架场，且设 

W? = 


( 2 * 10 ) 


是与其对偶的余标架场，所以 


= p l igikp) = 


( 2 . 11 ) 


前者是单位正交性条件;后者是对偶性条件，等价于 

pk ) = 


( 2 . 12 ) 


即 ( W ) 和 0?)) 是互逆矩阵. 

注记在黎曼的情形， 


(2. 13) 


F 2 (u%XO = go(u)X l X J ， 

其中心只是 V 的函数•在 Finsler 几何的情形 ，一 般说来 （2. 8) 式 

中的❿是《 ，和 X * 的函数，但是关于 X * 是零阶齐次的•因此⑹是 

尸上的函数. 

现在指定〜 〆 分别是，了 M 和，： T * M 的大范围截面，即 


X * 3 


(2. 14) 


〜 F du f 


3 F 


(2. 15) 


： du f = 


ax f 


这意味着 


x l 


3 F 


， 乂 = y ， 


(2. 16) 


一 3 X k 


代入 (2.12) 式得到 


BF 


P k a = 0 


a k X k = 0, 


(2.17) 


dx k 


BF 


根据 （2. 8) 式前面的段落的讨论，以及 g 关于 f 是零阶齐次函 
数的事实，倘若 s ) 关于 f 是零阶齐次的，则& (/ =1，…， 

m ) 确实是 PTM 上的 1- 形式. 

在 PTM 上求 Hilbert 形式的外微分，得到 
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a 2 尸 


d^F 


dar = 


^ idu 1 A du k + 


- k dX j A dX 




ax^dx 


d^F 


d^F 


ha/Jt 

根据 Euler 定理 （(2. 3 ) 式），上式最后一个表达式中 dX j 八 
数为零，由此得到 


dX j 7 dx ip " dXJ 八必 (2 * 18) 


的系 


= 




(2. 19) 


其中 1- 形式 oC 的最一般表达式是 


d 2 F 

pa dX ' BX ^ + 


pUdF 

F \ du i 


； 

ax ^ 


- x j 


(or 1, •••, 


— 1) 


( 2 . 20 ) 

在上式所引进的系数心必须满足条件 &= A 々，除 此之外是任意 

的.下一节在求 Chern 联络时将会把心确定下来. 

■ 

我们暂时离开主题来建立 Hilbert 形式的一个重要性质 • 

引理 1 户了你上的 Hilbert 形式 

BF A , 

(o = . M H" f 

3^ u 


满足条件 


A (“ 广 - 1 关 0 

证明 记 A = < o ^ (“广- 1 •取 < o m = <o 
中 < 由 (2. 20) 式给出，则得 

Z = 土 （//2 — 1 ) ! /\ of f \ w : 


<o 


. ( 2 , 21 ) 
，并用 (2. 19) 式求 do ;, 其 


d^F 


± (m — 1)1 /\ ajf !\p 






( 2 - 22 ) 


BX j BX k 


由于外积的反交换性质，在 < 

项全都消 失了. 根据 ( 2 . 8) 式，4能够改写为 

Apii 


的表达式 (2. 20) 中涉及 oT 和 V 的 


- 1)! 


dF 3 F 


A =土 


dx j ax 1 ld ^ 


Sjk — 


F 
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Cm — 1)! 


A ^ A Pi sjAX 


士 




F 


(m — 1)! 


(2. 23) 


A ^, 


土 




F 


其中第二个等号用到了 （2. 17) 式，第三个等号用到了 （2. 11) 的第 

一式.由于 ( W ) 是可逆矩阵，在非齐次坐标下， 

1,仍然是线性无关的 1- 形式. 最后，由于&不涉及 dX * (参见 
(2.10) 式），故 2 m — 1个 1- 形式线性无关.根据第二章 

定理 3. 3,引理 成立. 

若 w 乘以一个非零光滑函数，则 （2. 21) 式仍然成立.一般说 
来，若在一个 2 m — 1维流形上存在一个确定到差一个因子的 1- 形 
式 a 满足 (2. 21 ) 式，则称该流形有一个切触 结构; 1- 形式 如 称为切 
触形式.这样，流形尸 TM 的一个重要性 质是： 它具有切触结构. 

注记维数为 2 m - 1的奇数维流形上的切触结构与维数为 
lm 的偶数维流形上的 辛结构 有密切关系.所谓的辛结构是指该流 

形上的一个非退化的闭的2-形式.在 PTM 上以 Hilbert 形式为 

它的切触形式，则以为底流形可构造一个线丛，使得在/ 
PTM 的纤维是集合 A ^, A ^0. 这个丛的维数是 2 m ， 称为的 

辛化流形，记为&在 S 上能定义典型的 1- 形式 a / ，使得 

4 {T ) = / (ff.ro, v/> r e5, t e r p ,s , 


0 f = l ， …， 


m 


其中 


S — PTM 

是丛投影（//»， A ^ O . 在 《 S 上由诱导的唯一的一个辛结 

构是由非退化的2-形式 ( W 给出的，其非退化性 是由如 所满足的 
条件 (2.21) 保证的. 


7V 


§3 Chern 联络 


在与 Finsler 流形 M 有关的空间之间有下列图表 
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p^TM 


TM 


TM 


<2 


M 


TM 


PTM 


- ^ 


h 


P 


其中 q = p 。 h . 虽然在有些计算中也用到丛(参看 (2. 8) 式 
前的注解以及§ 3. 3的讨论），我们主要关心的是位于中间一列的 


丛. 


如同在§ 2所指出的，丛 TM — PTM 的纤维是 m 维矢量 

空间，并且由 PTM 上的函数组如， det (私)关0,提供了数量积.选 

取单位正交标架场 k }((2. 9) 式)和对偶标架场 { oO ((2. 10) 式）， 
使得单位正交性和对偶性条件 (2. 11) 成立.丛上的联络由 


D。 = 


( 3 . 1 ) 

给出，其中4是厂 rw 上的 1- 形式.利用内在定义的张量场 a ® 
&，如果它的 Cartan 协变导数为零，即 

D(^ f ⑭以） = ofj€j /\ a/ - € { &0) 1 = 0, 


( 3 . 2 ) 


或者等价地，4满足条件 


dfit / = ( i ^ /\ ( i / j 9 

则称该联络是 无挠的 (参看第五章 ,（1. 37) 式） 

在本节，我们将建立一个惊人的事实：在 M 上给定 Finsler 
结构之后，在矢量丛 TM — KTM 上存在一个唯一确定的无烧 
联络.这个联络是黎曼几何 Christoffel - Levi - Civita 联络的推广， 
从而使得黎曼几何成为 Finsler 几何的特别情形. 


(3.3) 


3.1 联络的确定 

确定所要求的无挠联络就是要决定满足 (3. 3) 式的联络形式 

4 .对于 / = m ，（ W " 已经由 < 2 . I 9 ) 式给出，其中 < 的表达式是 
(2. 20). 若设 


0， < + = 0, 


(3.4) 
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则 doT 的表达式 (2. 19) 和 (3. 3) 式便一致起来了；并且，以后会看 
到(参看 （3. 46) 式及其后面的讨论)方程 (3. 4 )式的几何意义是: 

G ( e ,，〜) 在〜〜的平行移动下保持为常值，即 DG ( e , ,^) = 0. 

对 (2.10) 式给出的1次微分式 o / •继续求外微分，得到 

dof= dq a j A = pidq a j A ^ 

=—d A 

— + aT 八 


oT 


(3 - 5) 


F 力 


在最后一个等号中已经用了 （2. 16),(2, 17) 两式.为了使 （3. 3) 式 
对于 / = a 的情形成立，即 


= a / A % + ttT /\ 如：， 


d 


(3.6) 


并且 < 满足条件 (3. 4) ，则一貪< 必须等于 (2. 20) 式中 dJP 的系 


数，即 


, 沒 F 

t dX i dX j9 


▲ a if 

fQj = A 


或者 


= PaGij ， 


(3. 7) 


其中 


d^F 


G {j = F 

是定义在尸: TM 上的函数.由于 

p^Gn — X ( 


(3,8) 


dx i dx j 


dx< dx j 


— o 


(参看 （2. 3) 式），因而从 (3. 7) 式能够得到 

Gij = q] q) = d afi q-q^ 

- < o a m 的表达式 (2. 20) 代入 (3. 6) 式,并且与 （3. 5) 式相对 


(3. 9) 


将 


U 




a 


照得到 




+ XpylajT + (3.10) 


264 


其中是待定的系数. 

经过直接计算得到 

d aa to a p -^S ap o)l=qld p k p -\-q p k A p k a -\-if£ p7 -\-f/ ar )w 7 

— f P\P 


d^F d^F 


+ 2々 


(3. 11) 


从 (3. 7) 式得到 


Pap J fiij = 


(3, 12) 


于是 


0 = ^Kp j fiij + Pa + PaPp dG f> ， 


再次用 （3. 7) 式代入得到 


— PaPi dG.y = qfdp^ + q a Ap^ 

注意到％是 PTM 上的函数，并且 O / 和 < 一 起构成 PTM 
上的余标架场(参看 (2. 23) 式），故可设 

dG {J = S ： jw ： + G ijt a/ 

其中关于 i ',> 是对称的.将 （3.13) 和 （3. 14) 式代入 (3. 11) 
式得到 


(3. 13) 


(3.14) 


+ 




+ (4 + A — GiflP» 7 

PcP J fi + 2 K P 




d^F 


d^F 


Gijrn + 




Bu i 3X i ' du^ 


如果取 


pip 认 G,m 

Mlp — 己 〆 ) , 


d 2 F 


d 2 F 


K P =— 


+ 


( 3 . 15 ) 


a ^ # ax > 1 du ^ 


( 3 . 16 ) 


其中 


^ = G brPaPp » 


(3.17) 


则前面的式子成为 


+ = — 


= 0 (mod O 


(3,18) 


265 


似今嘛⑷ . ：_，_ ^ 


由此可见，在条件 （3. 3)， （3. 4) 和 （3* 18) 下联络形式是唯一^确 


定的 


为了把 < 具体地表示出来，需要求出 巧和 的表达式.将 
(3. 14) 式在矢量 F /4 g 上求值，其中的 < 用（2. 20>式代入，则 


得 


Fp ^dX k [ F 

其中第二个等号用到了 （3. 12) 式.这样，由 （2. 11) 式得到 


d 2 F 


d 2 F 




S ：^ ， 




dx { dx j 


dx k dx 


a 2 尸 


d 2 F 


a 




F q\^ h 


F 






ax i dx j 


dx k 


ax i dx j 


(3.19) 


将 (3.14) 式在“ 上求值，得到 

_d 

T 3^1 






d^F 


G “ 


k 


t pn 


d ^ dx j 


(3.20) 


将 $ 用 (3. 19) 式代入，则右边的第二项成为 

^ ^ 3 F 


a 2 尸 


dF 


a 2 尸 


ax f ax> I \ai?~ xl 


dX k du l 


d 


d^F 


dF 


~ Xl ^u 


rs 


F 


g 


F dX 


dx 


dx { dx j } l au k 


dx，dx 挪 (語 _ x ’ ) 

其中第二个等号已经用了下面的事实： 


d^F 


= g h jr 


(3. 21) 


dF 


dF 


X 


_ X* dF I 

r r ~ F dX r l 

% 

X k l dF 
F \ du k 

在后面两式中都用到了 Euler 定理(参看 (2. 2) 式).综合 (3. 21〉和 


= ^ d P ： P s ^T = 


(3,22) 


dX s 


F ， 


dF X 
9X S = F 


dF 

f ax* 


欠 - 


rs 


= 0 ， （3. 23) 


g 


d^F 


- X 1 


= 0, 


(3. 24) 


9X k du l 
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(3. 20) 两式得到 

G ijm = X k - 


dF 

du^x^ ^ y a? W r dx J 


d^F 


a 3 F 


dF 






- X 1 


(3.25) 


ax^ax 1 ax> \ du 


dx k du l 


鲁 


为了确定 G #, 将 (3. 14) 式在以 上求值，得到 

i?i F 

^i?i F 


a 2 尸 


G a = Pi 


— ， e p ) 

) — *^0 ( pip 1 ? ^§xi + 


dX ^ X ^ 


d^F 


dX ^ 


d 


d^F 


pfi 


F 


du 


dx ^ 


sm ( 




d 2 F 


+ 亡 


Gkim + 


(3.26) 


dX k du l dX l 3 u k 

上式中的^用 a I 9 ) 式代入后、并且根据 (3. 23) 式得到 


X k dF \ , 
FdX r 


d 


d^F 


^^ S dX^ F 






dX { dX j 




d^F 


dX k du £ dX l du k 

X^dF 

¥dx 


m 


F 2 (^ 

pZpl$ gh dxHdx j ( Gum 

t 

>( G —+ 


;) plfi gS dX ^ X * 3 X j ( Gu 


3 X k Bu l ~ dX l Bu k 






Vi 




a 2 尸 


2 


9 X k du l dX l 3 u k 


i 

pfi d5Cdx 


a 2 尸 




- 今 X 


2 


dX k du l dX l du k 


4 




d 2 F 


dx k du l ax l du k 




(尸 v * 


d^F 


a 2 尸 


+ x * 


dx ^ dx ^ 


BX { dX j 


最后得到 


^(~ i ( 


d^F 




= 


BX h 3 u l dX l du k 


i F2gb dx^x^o + xk d§ix^) 
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a 3 ^ 


dF d^F 

十 b^ 1 dx^dx j 

将 (3.19) ， （3, 25) 和 （3. 27) 各式代入 心, 的表达式，然后代 
入 < o ：, o / a 的表达式，则把联络形式 W 用 Finsler 函数尸 及其导数 

和矢量丛，: TAZ-^PTM 的局部标架场完全地表示出来了.经过 
直接验证可知，上面求出的^与 PTM 上的局部坐标系的选取无 
关，并且在矢 量丛， TM -* PTM 的局部标架场 {e,} 的变换下遵循 

联络形式的变换规律.由此可见，1次微分式 W 通过 (3. 1) 式在矢 
量丛，尸 TM 上定义好一个联络.我们把上面的结果概括 


(3. 27) 


+ F 


du l BX i dX i 


成下列 定理： 

定理丄 l(Chern) 设 Af 是一个 Finsler 流形，其 Finsler 函数 


3 


为 F . 假定 e ‘ = pl 是矢量丛 P . TM — PTM 上的单位 

正交标架场，是矢量丛上与之对偶的单 
位正交余标架场，其中 


x ： 

T 


BF 


du* 




BX { 


是特定的大范围截面，这里, X i 是 M 和: TM 的局部坐标系.贝 ij 
在该矢量丛上有唯一的一个联络 

D： 尸 (，: TM) 一 r W7W)®，TM)， 


记为 


De, =吵)， 


满足下列条件 


do/ = a / A ( o ) (无烧性）， 

= 0 , 

< + < = 0 , 

^ = 0 (mod 4) (几 乎与 度量相 容性） 

该联络称为 Chern 联络. 

I 

为了以后应用的方便，我们把上面所得到的 Chern 联络形式 


0) 


(3.38) 
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的表达式综述如下 


^ fft _ /V 

0, 


(O 


O ) 




a 2 尸 


, d 2 F 

a dX i dX J 


^dX> + ^ 




p 


F\du 






( 3 . 29 ) 




— ^PaPi\ Gipn + 


dX^du) dX^ 






=q P Ap k a + ~7^Prp J a\ G ijm + 




w 


dX r 3u J dX^u 1 


L 


+ ^^P J rP k AH ijk + H k)t - H ikj W, 


其中 


淨 F 


d^F 


— 7 Gklm + 


H ijk = 


dX k du £ dX l du k 


2 


[ p 2 g 


d 3 F 


d 2 F 


Is 


: 


dx s dx i dx j 


dx { dx j 


dF d^F 

dX i dX i 


d s F 


+ F 


( 3 * 30 ) 


Bu k BX t dX j ， 


d^F 


dF d^F 

T a? dx ^ x ^ 


厂 __ Vs _ 

tjm 如览挪 


d 3 F 


dF 


yr 

dx s du 


M 


+ Fg 


( 3 . 31 ) 


dx k dx‘dx j \ du 


_ 


注记在定理 3. 1 中给出的线性无关的 Pfaff 形式 K ( i < 
>) 的个数恰好等于在 Finsler 情形主变量的 总数： />TM 有2;« — 1 
个局部坐标(记住 X* 是齐次坐标 h 另外，所考虑的单位正交 

标架场 (& 


)有|(讲 一 l)(m — 2) 个自由度， 其中〜 是由 

(2.14) 式给 出的. 这些线性无关的 Pfaff 形式为 Finsler 几何中的 
所谓等价问题(即决定两个 Finsler 度量何时在局部上是等价的) 
提供了一个解.设两个 Finsler 度量分别是由 Finsler 函数， 

X')和 F( mW ) 给 出的. 根据定理 3. 1，对应的有两组线性无关 


• • • 
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的 Pfaff 形式 <V ,4) 和 (aiW/). 则这两个 Finsler 度量是局部等 

价的，当且仅当在所考虑的空间之间存在一个可微同胚，使得 

of = a/, ， col = a/j • 

细节请看第 255 页的脚注①所列的论文. 


Cartan 张董与黎曼几何的特征 

我们可以把 (3.18) 式写成 

+ ^ l^ap = 2 A 


— 2 A 


(3. 32) 


其中 




(3.33) 


KPi S：j 

如果扩充 A# 的定义，使得在指标 i ， j ， k 中只要有一个取值为 
时便假定 


A 


(3.34) 


A ijk = 0 , 


(3.35) 


则 (3. 32) 式能写成 


+ <^hi = — 2A iki a / m , 


(3.36) 


其中 




(3* 37) 


(0,3) 型张量 


A — A { jk ( o l ® (g) 


(3. 38) 


称为 Cartan 张童. 

在 ( 3 . 34 ) 式中将％用 a I 9 ) 式代入就能得到用 Finsler 函数 
F 表 示的八 ^的表达式.由 （2.11) 式可知 

f = PtpU 


于是 


F 


3 F d^F 

dx k dJCdx^ 


pipppi [ 


a 3 F 


A 




(3. 39) 


dx^ax 
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由于 <2.17) 式，在上式中方括号里的第一项实际上不起作用，因此 

我们能够在方括号内增加类似的两项，从而把上式改写为 

a^F 3 F d^F 

dx ^ x ^ 十 dx j ax ' ax * 


dF a 2 尸 

b 5 c dx j dx l 

= f a 3 (^ 72 ) 

= 7 axwodx 1 

_ F _ dg ^ 

— 2 BX k 

由 （2. 8) 式和 Euler 定理得 


F 


A 


a 3 尸 


+ F 


dx^ax 


PiP'pp 


piKpi 


(3, 40) 


Yi _ v/ ^Slk _ 


(3.41) 


= 0 , 


ax ^ 


故在 (3. 40) 式中允许所有的指标取值从 1 到 m ， 最后得到 

F a 3 (F72) 

J 9X r dX 5 dX 

上面的方程给出的是 Cartan 张量关于 o / 的分量.若考虑它 
关于自然基底的分量，则由 （2.10),(2.12) 及 (2. 8) 式得到 

= F d ^( F z /2) 

= ~2 ax a dx b dx c 

F Sgtc F dgab F dgac 

2 dX c ~ 2 dX b ， 


\P\P)P\ 


A 


(3. 42) 


— 


A 


(3. 43) 


2 dX a 


且 


A == A^du" 1 (§) du b ^ du c 

显然，和 i 4 a * c 关于下指标是全对称的.根据 (2. 16) 和 （3. 41 ) 两 

式，由 （3. 42) 式给出的 A 7 * 在其中一个指标取值为 m 时化为零，这 
与 (3. 35) 式的要求是一致的. 


(3- 44) 


因为 


^ = Sa = ^ ， 

从第四章的 （L 47) 式及前面的 （3. 36) 式 得到： 对于任意给定的 


(3,45) 
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e ™ 有 


( D v G )( e ,.，〜) = — ( v f cu ^) — { v ,< o )) 


= 2A ijk (v f (o k m ) 


(3. 46) 

因此和 G ^ ,^) 沿所有的方向都是协变常数，同时 GO 

沿着满足 


a 9 


(v 9 eo k m ) = 0 

的方向 I ；(即〜沿该方向是平行的)是协变常数.在这种情况下， 
我们称 Chern 联络是几乎 与度最相容的 ，它和黎曼几何中的 

Christoffel - Levi - Civita 联络(与度量的完全相容性)是相对照的. 

_ 

方程 (3. 42) 和 （3. 43) 导致 Cartan 张量的最重要 性质 ： Cartan 

张量为零当且仅当 Finsier 度量 G (参看 （2. 12) 式）是黎曼的 ， BP 
gA X k 无关.本节的推导概括为下列定理，它是第五章的定理 

1. 3在 Finsier 情形的 推广. 

定理 3. 2 ( Chern ) 在 Finsier 丛， ：TAf —PTAZ 上的 Chern 

联络形式4是结构方程 


do / = f \ coj (无烧性) 


和 


岣+叫= — 2 A ijk at (几乎与度量相容性) 

的唯 一 解，其中 <Oij — a >* dkj , Cartan 张量 

A = Ai^ (X) (x) 


由 


F 3 3 ( FV 2) 

1 1 ^ ■剛 ■■ ■ 

2 dx r dx s dx 


— 


\p r ip s ip\ 

给出. Finsier 度量私是黎曼度量，当且仅当其 Cartan 张量为. 
零.而且，除非该 Finsier 结构是黎曼结构，否则无烧联络不可能同 

时与度量是完全相容的. 

这样，我们所展开的理论包括黎曼几何作为特殊情形 ， Chem 

联络是 Christoffel - Levi - Civita 联络的自然推广. 
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联络形式在局部坐标系下的表达式 

我们从联络形式 < 着手，把它们用自然基底 du ^ dX 1 表示出 
来.为方便起见，定义下面各 个量： 


3 


+ F 2 , 




(3. 47) 


^ a 2 ^ 

dX l du 


務 


溪 t 三今 


du l 


S 


d^F 


X ， i § + X，F 


BF 


■_■■■ 


,(3, 48) 




dx l du 


du 


5 


穿*三 g ^. 

首先，用 （2. 10), (2.15) 式把 《 C 的 （3. 28) 式改写为 

d 2 F 

{t) m = — fy r ― -± J 1 — 

tt_ Pa dx i dx j 


(3. 49) 


dX j 


? 墨 i G ,» + 


乂: 


d 2 F 


d^F 




dx j 3u r bx^ 


a 2 尸 


) l dw 

f 4PN 


d^F 


— G ikm + 


k 


(3, 50) 


dxw dx^ 


借助于 G —的 表达式 （3. 25), 经过略微有点冗长、但是直接的代数 
运算之后，上式方括号内的表达式能够写成 

_ gu 3 ^' 

~ J dX k 1 2F 9X i 


dF 


^F 


dF 


X r ^F 

dX l Bu 


tl 


F 


dx k ax tg \ du 1 


dF 


^F 


+ 6 + Xr ; 


(3. 51) 


dx k du 


这样， < 最后能表示成 


P ^ a [ 


a 2 尸 


m 


dX k L 


(3. 52) 






or 


F 9X 

其中已用到了 （2. 17) 的第二式给出的对偶性条件 .现 在把 < 的 

(3. 52) 式，的 (3.19) 式代入 (3. 14>式,然后把所得的方程在 
上求值，便得到化的用局部坐标表示的更简单的表达式 （把 

(3. 25) 式和 （3. 27) 式合在一 起）: 


dX f dX k 


ek 


273 





d^F 


F 


G iJk = p k 


dx* dx j 


(3. 53) 

把上式代入 (3.15) 和 （3.16) 两式便得到心和在局部坐标系下 
的表达式. 

现在利用局部坐标系…， m ， 构造 r ( rM \{0}) 和 

: T *( TM \{0}) 的典型 基底. 根据 （3. 4),(2. 8) 式，以及 = 

(从 (2. 11) 式得到 ），（3. 52) 式等价于 

<. = q a j[^ + Nidu k ) = qjdX^ 


(3*54) 


其中 


1 務， 

—F dx j ’ 


(3. 55) 


dX j 


+ N \ du k 

注意到 (3. 54) 式和用自然基底给出 o / 的表达式 (2. 10) 的相似性， 

与： T * ( PTM ) 中的基底 a / = ya » tt m 对偶的、在 T *( PrAf ) 中的单 

位正交基底由 


8 X * = 


(3 - 56) 


F 


^ A 

du jf 


J = 11 *** 


(3.57) 


和 


. d 


= pi Jx ^ 


ct = 1 ，…, 


(3. 58) 


f/n 




给出，其中 




■ d 


(3. 59) 


f * dx ” 


d 


d 


；=F 


(3* 60) 


8 X 1 


dX t 


基底{忐，善}和 {dtt ’ 

{0}) 和 ： r ( TM \{0}> 的局部基底 


1 ，沒 X 1 } 自然是对偶的，它们分别是 ： T ( TM \ 
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我们把单位正交标架场和余标架场与自然基底之间的关系总 
结成表1，其中位于两列的典型基底是彼此对偶的.左端指明了各 
个 1- 形式和矢量场所在的底流形. 




d “ 


TAf \{0} 


dX i = ~-+N ； du j 


现在，我们已经为导出 Chern 联络 

D ： r(p*TM) — ® r*(TAf\{0})) 

在局部坐标系下的表达式作好了准备.设 

■ = /9> -孕 

* Bu j • 

首先给 出以和 4之间的关系(规范变换).将 D 用于 (3. 1) 式得到 

De i = ^ i e i = D ( 


D ^ 


(3.61) 


Bu 1 


因此 


a 


咖 = + p" e 


I 9 


du ” 


(o；pj = dp^ + p k iQ l k 


将它与 d 作缩并得到 


aj t = + pK 、 


(3. 62) 


把上式倒过来得到 


= Pt (dq l { + qK) 


(3 - 63) 
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方程 (3. 62) 和 (3. 63) 和第四章的（1_ 12) 式是等价的 • 值得指出的 

是这些方程清楚地表明联络形式的非张量性质 • 

利用 (3. 62) 式和对偶性条件 (2. 12), 无挠性条件 (3. 3 )等价于 

A d\ = 0. 

这意味着 Chern 联络形式釕不含有的项，即 


(3. 64) 


d] — r j u du 


(3. 65) 


(3* 64) 式还表明 G 关于下指标是对称的，即 


(3.66) 

(参看第四章的定义 2. 2和 （2. 31) 式).于是方程 (3. 61) 能够写成 


r j a - n 


a 


d 




(3, 67) 


du J 


9 


要指出的是，诸如的对象是没有定义的，因为协变微分 D 只 

作用在，了 M 和，的张量积的截面上. 

为了得到在局部坐标系下反映出 Chern 联络的几乎与度量 
相容的性质的结构方程，我们把 D 用于 


d d 


= G 




’ Bu j 


这样 


a d 


立 A 


a 


a 


= ( DG ) 


+ G D 


+ G 


- n 

8u if du^ 


du 1 f du j 


(3. 68) 


记 


G = dijO/ (X) aP ， 


利用 （3. 46) 式和 （3. 36) 式得到 


DG 


— (<^ik + 

= 2A iki ai t p l jdu i ® du k 
— lA^dX^u' ® du j 9 

其中 Cartan 张量的分量是关于自然基底 dY 给出的（参看 




(3. 69) 
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(3.43) 式），在第三个等号中已用了 （3. 54) 式•因此 

f A A ) 

{du if 3u J i 




(3. 70) 


DG 


同时，利用 （3. 67) 式得到 


a a 


= r k a g k j du l = r ,)/ cW , 


(3. 71) 


GID a ^^ 


d 


d 


r k )lgih du £ = r jU du l 


G b， D 


(3. 72) 


把上述方程代入 (3. 68) 式，则得到几乎与度量相容的性质在局部 
坐标系下的表达式 


如 ,)= gkjO- + g ik d) + 2A iik 8X k 
比较 dV 的系数，且考虑到 （3. 56) 式，则有 


(3. 73) 


^gi 


2 A i } iN l k 


r'ijk -f rji k = 


(3. 74) 




du 


比较 dX * 的系数，则再次得到 Cartan 张量的表达式 (3. 43). 

现在来计算 

(厂 I ) + 厂沿） 一 (厂)*,. + Ptji ) + { V kij + r ik j > . 

利用 （3. 66) 和 （3. 74) 两式，我们求得 

丄 f 也_也4_也 

2 \ du k Bu J 

F [ ^8 u 

2 lax ' 

其中 < 由 （3. 55) 式（以及下面的 (3. 79) 式)给出.注意到 


r ijk = 


3u l 


^gki 


d g 


i 


N 


(3. 75) 


k 


dx l 


BX l 


n k = g J T 


(3.76) 


uk ， 


便得 it 的表达式. 

如同在黎曼的情形一样，我们把表达式 

丄— 丄 

2 \ du k 


^ijk = 


(3. 77) 


du J 


3u f 


^Sn ^gki , ^gik 

Bu k du 


it 


y\ k = 


(3. 78) 




2 


3 u l 
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分别称为第一种和第二种 Christoffel 记号.为今后应用的方便起 
见，我们把 M 用 Christoffel 记号和 Cartan 张量表示出来.利用 
(3. 55) ， （3. 49) 和 （3. 78) 各式，经过一些冗长的计算得到 


; X k 


X r X s 


N\ 




(3.79) 




F 2 


F 


其中 


^ l jk = 

而由 （3. 43) 式给出.从 (3. 41) 和 （3. 75) 两式得到 








(3,80) 


或 


Tsr.dw* = d) 

不妨把 (3. *75) 式和第五章中给出黎曼几何的第一种 Christoffel 

记号的 （1. 34) 式进行对照.显然，在黎曼的情形，如只是 V 的函 
数，张量 


(3.81) 


F 


3gi 


iK 


(3,82) 

恒为零.因此，在这种情形， （3. 75) 式的 / Vffc 为第一种 Christoffel 
记号 ， Chern 联络化为 Christoffel - Levi-Civita 联络 • 所以， 

够作为 Chern 联络偏离度量相容性的量度. 


i 沐 


BX 


jk 


§ 4结构方程和旗曲率 

在本节，我们将探讨 Chern 联络的曲率张量的性质.它们 

完全由描述无挠性和几乎与度量相容性的结构方程 ( g 卩方程( 3 . 3 ) 

和 （3. 3 6))所决定.我们将看到分成 及和尸 两部分，其中部 

分是在第四章§ 2所引进的曲率张量的 推广. 及-部分、尸-部分和 
Cartan 张量一起在特殊 Finsler 空间的分类中担当基本的角色， 

在§ 4 . 3中将给出它们的一些例子. 
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曲率张量 

描述 Chem 联络无挠性的结构方程是 （(3. 3) 式) 

* 

da/ = a/ A %， 


对此作外微分得到 


a / 八 ( da >* 一 4 A 4) = 0 


(4. 1) 


按照第四章的定义 1. 2,我们把 


— [\ to 、 

称为 Chern 联络的曲率形式.作为 PTM 上的2-形式，必定可以把 
它表示为形如 W A ^和^ A <的2-形式的线性组合.而形如< 

八< 的2-形式将不会出现在表达式中，因为它们含有 d；T Ad ；^ 

的倍数(参看 (3. 52) 式），与无挠性(见 （4. 1) 式)相悖.这样，邙的 
最一般的表达式是 


(4. 2) 


邛= f 尺 〆 八 a / +尸 ;) y /\ <， 


(4, 3) 


在此，可以假定 


&kji Rkij = 0 


(4.4) 

若在 ( 4 . 3) 式中没有 P -部分，则它在形式上与黎曼曲率的表达式 
(见第四章的 （2. 22) 式)是一致的.曲率张量的及-部分称为水平- 
水平部分 ( h - h 部分），尸-部分称为水平-垂直部分 ( h - v 部分).我们 

把它们分别称为第一种 Chern 曲串张量和第二种 Chern 曲率张 

我们将说明，曲率张量的这两个分离的部分和 Cartan 张量为 
特殊 Finsler 空间的分类提供了标识.在§ 3. 2中已经看到， 
Cartan 张量为零等价于该 Finsler 结构是黎曼结构.在本章 §4.3 
中，我们将会看到用曲率张量来刻画的 Finsler 空间的两个更重要 

的例子. 


将 (4. 3) 式代入 (4.1) 式，则得 


^ A 


义 〆 A ^ + P \^ A 

轮换指标便得到另外两个类似的式子.把它们相加，得到 


~— 0 


(4.5) 
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+ R) lk -f R\ k} W Aoy Ac 

+ - O A ^ a 

在 (4. 6) 式中每一项的系数分别为零.于是我们有 Bianchi 恒等式 

(4.7) 




(4.6) 


R \jt + R )ik + Kkj 


0 , 




在形式上和黎曼几何中相应的恒等式是一致的（与第五章的 
(1.57) 式相比 较）； 另外，还有/>的对称性质 

P[ = F 


(4.8) 


kja 


Jk & 


为了获得关于曲率张量及和 P 的更多信息，对 Chern 联络的 
几乎与度量相容性的结构方程 (3. 36) 式求外微分.利用 (4. 2) 式及 
条件 < = 0 ,直接得到 


^ik H - ^ki ^ji 

= — ^^kij — 2(D>l) tt4 , A (O a m f 

其中 EM 是 Cartan 张量 A 的协变导数(参看本章 § 4. 2 中的讨 
论），定义为 


(4.9) 


( DA ) kia ^= dA k ia — A si y k — A ksa < o ] — A Ais 

+ A , a 〆 )* 

最后一个等号定义了张量分别称为 Cartan 张量的协变导数 

的垂直部分和水平 部分. 由于 Z 的全对称性，在上述方程中交换 
指标々和则左边保持不变，因此 

L ki 邙 = L 

进而在 U . 10) 式中命 A = m ，并且利用在其任意一个指标为 
时化为零的事实，得到 




= —{L 


(4.10) 


k tap 


(4.11) 


ikap ， 


(4.12) 


kas 


Qmias = 0 


(4.13) 


将 (4. 3 ) 和 (4. 10) 两式代入 (4. 9) 式，则有 


280 


+ 心及 L〆 八 W + ( 心尸 ; L + 心尸 LW 八 W m 


A ^ 


a 


^― 2 A 


R 


A 


a 


s 


O ) 




2 


771 


msa 


— L kia^t A 

右端涉及 W A < 的项必为零，因此 


a 


Qkias^ A K 


(4. 14) 


O ) 




m 


h kia p = L 


(4* 15) 


ktfia 


比较 (4.14) 式中 of K < o h 的系数，则得 


- Rkisi + R 


= ^kst^jr + 


tksl 


=— 2A kij R msl 


(4. 16) 

这是第五章定理 1. 4 所叙述的黎曼曲率张量的性质 (1) 的推广.特 
别地，在上式中命则有 


R 


+ 及 i.mW = 0, 


(4. 17) 


mi si 


因此 


^mmsl = 0 


(4. 18) 


从 ( 4 . 4 )式和 Bianchi 恒等式 (4. 7) 还能得到 

Rkmml = R 

考虑到(4_ 17) 式，则 (4. 19) 式等价于 

Rmkmi = R 


(4. 19) 


tmmk 


(4. 20) 

比较 ( 4 . 14) 式中 wK 的系数能够得到另一个与 （4. 16) 式 
类似的式子，即 


mlmk 


P kisa + P 

其中 />*& =知因而 

2 ^*,^ = iP itsa + P iksa ) — (P skia + P ksia ) + (P isia + P sik J 

2 乂 尸 + 2 A sk jP J mja — 2 A is jP J mka 

— Qkias + 

其中第一个等号用到了 （4. 8) 式.令走= 

和 (3. 40) 各式,我们有 


iksa — — 2 A ki jR 


— Q 


(4. 21) 


kisa ， 


msa 




-Q 


(4.22) 

，且由 （4. 12)，（4. 13) 


kat 


tsak ， 
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Pmima = 0 . 

若在 (4. 22) 式中只令々=饥，且考虑到 （4. 21) 式，则得 


(4.23) 


Pmisa = — P 


— " rQ , 


(4. 24) 


tmsa 


tsam 


因此 


^itsa = A tJk d ji P mlsa 


A 


将 （4. 25) 和 （4.12) 两式代入 (4. 22) 式右端，则求得 


(4. 25) 






kisa = ~^(^itQjsam ~ ^ LQjiam 4 - A J si Q jtam ) 

" 2 ^ ^^ikas ^^ksai i ^^itak ^ * 

这样，我们已经把第二个 Chern 曲率张量/ " 用 Cartan 张量 A 及 

其协变导数的 Q 部分(水平部分)表示了出来 .尸 的对称性质由 

(4. 8),(4. 21) 和 U . 2 4 )式 给出. 方程 (4. 21) 和 (4. 26) 蕴含着下列 

有用的 事实： 

引理1第二个 Chern 曲率张量匕为零当且仅当 Cartan 张 

MA 的协变导数的水平部分 Q & 为零. 

在结束本小节时我们要把第一个 Chern 曲率张量及用局部 

坐标系表示 出来. 回想起本章 §3. 3中的表1及方程 （3. 61) 和 
(3. 64)，则 (4. 3) 式等价于 


P 


(4.26) 


R\jAu J A du l + A dx l , 


(4.27) 


其中幻^由 （3. 56) 式给出.考虑到无挠性条件 (3. 64) ,我们有 

— A du J 


(4. 28) 


引入新的量 


= ( o . 


(4*29) 


du 
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s 


d 


8 


其 59 试針 i . ^(4* 27 试胃触 


8 uJ ，^^上求值得到 


RU 


f + r n kl ru - r k )r; d 


(4.30) 


du } 


du 


不妨把此式与黎曼几何中结构完全相同的公式进行对照（参看第 
四章的 (2. 23) 式,在那里 货甩聲 来替代).类似地，让 (4. 27) 


d 8 


式在 J ^，8 X l 


上求值，得到 


i£h — 

dx l ―― 

我们把仏《=^4如的对称性质总结成下面的定理 ®， 它是第五章 

的定理 1. 4在 Finsler 情形的推广. 

定理 4. 1 Finsler 流形上的第一个 Chern 曲率张量 ^( h-h 

部分)满足下列关 系式： 






(4, 31) 


_ 二 _ ■■国 ■ 


dx £ 


x b 


( 1 ) = ~2A tja 

(2) R ijU + R k ^ + R m = 0 (Bianchi 恒等式）， 

(3) R ijkI — — iB ijkl — B kiij ) + { B iljk +B ^ { B ljfU -\- B kilj ) ， 


(4) Rijki = — R 


ijlk • 


在关系式 (1) 中的 Cartan 张量关于自然基底的分量. 

证明 关系式 (1) 是 (4. 16) 和 (2.14) 两式的直接推论,关系式 
(2) 和 U ) 分别是 U . 7) 和 U . 4) 式的结果.要得到关系式（3)，将 
Bianchi 恒等式(即关系式 (2)) 中的指标作三次轮换，然后将 

所得4个方程 相加; 利用关系式 (1) 和 (4), 适当命名指标便得 (3). 




MB 


Ricci 


与黎曼情形完全一样(参看第五章 (3. 6) 和 （3. 7) 式），我们能 
够定义曲率算子 


①定理 4 . 1的关系式 (3) 首先是在参考文献 [2] 中给出的 
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R(X 9 Y )： 


使得 


3 


R(X y Y)Z = Ri kl Z { X k Y l 


( 4 . 32 ) 


Bu j ， 


以及四重线性函数 


i ?( X ， y ， Z,WO = GiRiZyWyX . Y ), 

其中 X , Y , Z f We P * TM . 要注意的是，与黎曼情形不同， A , 是 
prM 上的函数，一般说来依赖于它在该处求值的“参考矢量”的 

选取 • 与定理 4. 1给出的的对称性质相对应,我们有 R ( X , Y , 
Z ， WO 的下列对 称性： 

( 1 ) R(X 9 Y,Z 9 W)+R(Y t X 9 Z,W) 

= ~2ACX,Y,RCZ 9 W)e m ) 

=2 B { X , Y , Z , W ), 

( 2 ) R(X,Y,Z 9 W)+R(.Z i Y,W 9 X)+RCW,Y,Xa^ = 0 9 

( 4 . 35 ) 


( 4 . 33 ) 


( 4 . 34 ) 


( 3 ) R(X f Y 9 Z,W)~R(Z,W 9 X,Y) 

= LB(X 9 Y 9 Z,W)-B(Z,W,X,Y)^ 

+ IB<,X,W,Y,Z)+B(Y,Z,X,W)'\ 

( 4 ) R(X,Y 9 Z,Wy = —RCX 9 Y,W,Z). 

上述各式推广了第五章 § 3 中给出的黎曼曲率张量的性质 （1) 


( 4 . 36 ) 

( 4 . 37 ) 


( 3 ) 


黎曼流形 M 在每一点 peAf 对于任意两个线性无关的切矢 

Mx f Yer p M 有截面曲率 

K ( X f Y } 


-及 ( x , y , x ， y ) 

G(X,X)G(Y f Y) - ( G ( X ， y )) 2 

(参看第五章§ 3 ).现在能够把它想象成定义 在以声 为基点、以 X 
为旗杆、以 Y 为横边的“旗”上的量.于是只是 T P M 中包 
含这面旗在内的2维子空间的函数，与旗杆和横边的特别选择无 


284 


关.在 Finsler 情形，我们能够把黎曼几何中的截面曲率推广成旗 

曲率 ，即 


— R{e m jY f e my Y) _ 

)G(y,7) - (G(e m9 Y)) 2 • 

_x[ _a 

= T 冗， 

以是与 4 无关的任意 一 个矢量.尽管 =1， 但是为了概念 
上的清晰性仍然保留上式分母中的 G (〜，〜) . 旗曲率是 USD 6 


( 4 . 38 ) 


K(e m9 Y) 






G(e 


m t 


而横边可 


在每一点/总是把旗杆选成特别的 


e 


m 


d 


和 y=r 函数.不难看出，它在 y 乘以 

一 个倍数时保持不变. 

与旗曲率相伴随的一个基本量是定义在 PTU 上的 Ricci 曲 
Ric p ,pe PTM. 对于， 7 W 的一个单位正交标架场 {心 ；/=1, 

，/ w } ，其中“由 （2. 14) 式所给出，则 Ricp 定义为旗曲率 K{e 

)， or = l， …， m — 1的平 均值： 


m f 


€ 


a 


m —— 1 


2 尺(〜 ， G ) 

l 

*=i 

如同在黎曼情形一样，旗曲率和 Ricci 曲率包含了关于 
Finsler 流形的大范围性质的重要信息•在§ 8 将给出一些例子， 


Ric 戶 - 


m— 1 


(4. 39) 


—1 


3特殊的 Finsler 空间 

1. 黎曼空间 

在历史上，这是 Finsler 空间的最重要的例子，在本章 3. 2小 
节中已经刻画了它的特征,称一个 Finsler 流形 ( M ， F ) 是黎曼的， 

如果 Finsler 度量⑸只是 W 的函数.定理 3. 2(Chern) 断言： 从是 

黎曼的，当且仅当它的 Cartan 张量 A 为零. 

2. Berwald 空间 

称一个 Finsler 流形 (M ， F ) 是 Berwald 空间 ，如果它的第二个 


鲁 
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Wt 




Chern 曲率张量（即曲率张量的 h - v 部分）为零.由于引理1和 
(4.31) 式，我们有下面的结果. 

引理2设 ( M ， TO 是一个 Finsler 流形.则下列命题是等价 


的: 


(1) M 是 Berwald 空间； 

(2) Cartan 张量的协变导数的水平部分0为零; 

(3) Chern 联络系数与穿 无关. 

鉴于命题 (3) 和 （4. 29) 式，对于 Berwald 空间有 


(4,40) 


3u J 


dT^ 

Bu j 


+ m r k )n 


Km 


(4.41) 






du 




注记方程 (4_ 41) 在形式上和在黎曼情形的对应公式（第四 
章的 （2. 23) 式)是一致的，但是 Chern 联络系数 t (由 （3. 75) 和 
(3. 76) 式给出）与第二种 Christoffel 记号（由 （3. 78) 式给出）是不 


同的 


关于 Berwald 空间的例子可以参见参考文献[2]，其中所涉及 
的 Finsler 函数是正齐次的， Finsler 丛是 p*TU 

3. 局部 Minkowski 空间 

称一个 Finsler 流形 ( Af ， F ) 是局部 Minkowski 空间，如果它 

的第一个 Chern 曲率张量和第二个 Chern 曲率张量皆为零，即 R 

= P = 0. 


SM 


局部 Minkowski 空间的一个有用的特征性质 如下： 

弓 I 理 3 —个 Finsler 流形 ( A /， F ) 是局部 Minkowski 的，当且 

仅当在每一点在 TAf 上存在局部坐标系 （《 SX 0, 使得 F 
只是； T 的函数. 

该引理的证明用到了关于一般的仿射联络空间的一个结果, 

在此不加证明地叙述如下(参见参考文献 [19]， vol . 2) : 

引理 4 设 D 是有限维流形 M 上的一个无挠联络.若该联络 
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的曲率在某一点 p ^ M 的邻域内为零，则存在点/>附近的局部坐 
标系 （ V ) 使得所有的联络 系数 rt 为零. 

引理3的证明假定存在局部坐标系使得|^=0,则 
由 （2. 8) 式得知 


^gi 


du 


从 （3. 78) 式得到％ = 0,由 （3. 79) 式可知这意味着 = 根据 

(3. 75) 和 （3. 76) 两式， Chem 联络系数 为零. 于是从 (4. 30) 和 
(4. 31) 两式得到 R = P = 0. 

反过来，假定尺=尸=0.由引理2得_ = 0,而根据 (4. 41) 式 


得 




? + nnj - nn = o 

这样，/^在 AT 上给出了一个曲率为零的无挠联络.根据引理4, 
在任意一点/ > eA / 的附近存在局部坐标系，使得 r 〖 = o . 于是 

(3. 80) 式蕴含着 < = 0,由 （3. 74) 式得到 


Rt kji = 


(4. 42) 


du 


3gt 


= o 


Bu 


因而 則与 无关;根据 (2. 8) 式及 Euler 定理 （(2. 2) 式）, 

X^ gii = F 2 , 


故 F 与 V 无关. 

注记在直观上通过在 Af 的每一个切空间 7 VM 上给定同一 

个 Minkowski 模可以构造出局部 Minkowski 流形.但是在这个过 
程中存在典型的拓扑 障碍. 关于局部 Minkowski 流形的几何与拓 

扑之间关系的深入讨论，请参见参考文献 [2]. 

例1在及 2 上 一 族有用的 Minkowski 模由 


+ ( X 2 ) 2 + a Vex 1 ) 4 + ( X 2 ) 4 9 a >0 


F ( X l , X z ) 
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给出 


§5弧长的第一变分公式和测地线 

在上一节所引进的旗曲率在 Finsler 几何的变分问题中起重 

要的作用.弧长的第一变分公式和第二变分公式证实了这一点.在 
本节和下一节，我们将说明令人惊异的事实：利用 Chern 联络，这 
两个公式在形式上和黎曼几何中的对应公式是一致的，只是在第 
二变分公式中在黎曼情形下的截面曲率用 Finsler 情形下的旗曲 

率来替代.因此，在黎曼几何中从这两个公式导出的许多经典定理 
也能够推广到 Finsler 的 情形. 在§ 7和§ 8将给出一些重要的例 

子.我们将看到变分公式（下面的公式 （5. 24) 和 （6. 8)) 是 Chern 
联络的结构方程 (3. 3) 和 (3. 36) 的直接推论). 

首先定义在流形上一条光滑曲线的变分的概念. 

设 C : [0， a ]— M 是 M 中一条光滑曲线 . C 的一个 
变分是指一个光滑映射 a : [0, a]X ( — e ， e )— M 使得 ^(^,0) 

ca),/e [0, a ]. CU ) 称为变分的基准 曲线. 对于每一个 M 

(—€，€)，由 A ⑴ = < tG ， m ) 定义的参数曲线 A : [0， a ]~^ M 称为变 

分曲线 U - 曲 线）； 同时，固定£，由 = 定义的参数曲线称 
为变分的横截曲线 ( tt - 曲线). 

变分幻在上产生了两个矢量场： 


定义 




e 


d 


da 


T = a 


(5 - 1 ) 


dt 


dt 


和 


a 


da 


U = a 


(5. 2) 

它们分别是卜曲线和 M - 曲线的切矢量场(速度场).特别地，矢量场 

da(t 9 u) I 


dul Bu 


称为变分沿基准曲线 CG ) 的变分场 




3u 
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在 Finsler 情形，曲线的长度是 




G r ar ， T)dt ， ( 5 , 3 ) 


F (( r(t ju ) f T)dt = 


L ( u ) 




其中 F 是 Finsler 函数，中的下指标: T 表示 Finsler 度量 G 是 

在 〆 的典型提升 


a ( tju ^ = (< y ( t ， u )， T ( t ， u )) € PTM 

处计算的.这样 ，弧长的第一 变分是 


(5-4) 


8 


GriT^ndt 


L f ( u ) — 


(5. 5) 


du 


在 PTM 上定义下列矢量场 


3 


T = a 


(5. 6) 


dt /， 


d 


u = 


(5. 7) 


du / ’ 


并在 TM 上取单位正交标架场&，/ = 1， 
(5.4) 处〜 是沿: r 的单位矢量 

x i d 

F 3^ 


， m ，使得在提升 


« ■ ■ 


T 


(5.8) 




G t ( T , T ) 

设的对偶余标架场是&，/ = 1，…，更方便、更直观的是考虑 


把^拉回到矩形区域[0^]\(—€，£)上的形式 

a " of = a l dt -)- b'du 


(5. 9) 


和 


coj = a\At + b]Au j 


(5,10) 


其中 


a 1 = ^( T ), 
b l — a / ( t / ) ， 

a ] = ， 

b \ = coj(U ), 


( 5 . 11 ) 


( 5 - 12 ) 


(5. 13) 


(5 - 14) 
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因为 ft / 不含有 dx 的项，故 


a 1 = (o'iT) — o> f (T) = T T \ 


(5.15) 


b l = <o l (U) = co^U) = U\ 


(5.16) 


在 (5. 8) 式关于&的选取表明 


a 


o> a (T) = 0, 


(5-17) 


a 




co m (T) 


GAT^T )； 


m 


(5.18) 


a 






从 （5. 5) 式得到 


3a 


a 


m 


U (w)= 


cU 


(5,19) 

为了计算上述被积表达式中的导数，我们用 5* 把 Chern 联络 

的无挠条件（见 (3. 3) 式） 


du 


0 


* = /\ a/j 

拉 回来. 因为 v 和外微分及外积是可交换的 （参 看第三章的 

(2. 43) 式和 （2. 42) 式），故有 


d(a* (o ') = 


^ A ^^<o) 


( 5 - 20 ) 


a 


方程 （5. 9) 意味着 


(- 


誉 jdf A 

把 (5. 21),(5. 9) 和 （5. 10) 式代入 (5. 20) 式，则得 

_ 3^ 36： _ • 

du + Bt =ab i 

回想起 ^： = 0((3. 4) 式），并将 （5. 13), (5. 14) 和 （5. 17) 式用于 
(5.22) 式，且让，则无挠条件成为 

— 沒十办“ 

将这个结果用于 (5. I 9 )式,便得到 Finsler 几何中弧长第一变 

分的下述 公式： 


da ' 


d (5* o /) = 


(5.21) 


du 


— l ^ a ： 


(5.22) 


m 


(5, 23) 


Bu 


a 


a 


L f M = b m + b a a：dt 


(5. 24) 


0 


0 
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我们指出，利用 （ 5 . 11) 到 (5. 16) 各式，无挠条件 (5. 22) 还能够 


写成 


D r U = DyT ， 


(5.25) 

其中协变导数是关于矢量丛 TAZ — PTM 上的 Chern 联络做 
的.如果回想起几乎与度量相容条件 (3. 36) 等价于 


d 


Gt(.X 9 i^) = GV(Dt^ ，10 + GtCX 




dt 


+ cr ) ， 


( 5 . 26 ) 


且观察到 


T 


D r 


= D r 


r 八 


( 5 , 27 ) 


e m =~ a 




t(T ， T) 

弧长的第一变分的公式 (i 24) 还能够写成内在的形式 


T 


a 


a 


u 9 


L f (鉍） = 


dt Gr 


G t ( T ， T ) 


0 


T 


~ G r \ U,D 


dt 


T 


G t ( T 9 T ) 


T 


t=a 


=Gt ^7 ， 


G r ( T ， T ) 




T 


a 


Gr U,Dr 


dt 


(5*28) 




G r ( T , T ) 

对于有固定端点的变分，变分场 C ； 满足 ^(0) 

样，在 （5. 28) 中的边界项便消失了.现在我们叙述在 Finslei ■流形 
中测地线的概念. 


0 


U ( a ) = 0•这 




定义 


Finsler 流形 A / 中的 澜地线 C : [0， a ]— M 是指弧 
长泛函 zoo ( 见 (5. 3 )式)关于有固定端点的所有光滑变分 

界曲线 ，即： c 是测地线，如果对于所有满足条件 〆 0 ， M)=C(0 )， 
txG 2， a )= C ( a ) 的变分 J 有 Z / (0) 

根据 (5. 28)，在 Finsler 空间中测地线的方程是 


的临 


a 


0 . 
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T 


(5. 29) 


= 0 




GAT ， T ) 

若假定曲线满足匀速参数化条件，即 GAT ， T 、 

式化为黎曼几何中熟知的“自平行”条件（参看第四章的 （2 . 20 〉 


const ，则 （ 5. 29) 




式）: 


(5. 30) 


D t T = 0 

使用余标架场 w 和 chern 联络形式测地线的条件 (5. 2 9 )能够 
重 述为： Finsler 空间 M 中的一条曲线 C ⑴是测地线，如果它的 


典型提升 C 00 = ( C ⑴，7’⑴） e 尸： TA / 满足微分方程组 

= ( T") = 0 ， 


(5* 31) 


(了）= 0, 


d 


其中亍=己*丨以 （ 参看 (5 .1 3) 和 (5 .⑺式乂 

现在我们把 Finsler 情形和黎曼情形相对照，比较有关测地线 

的结果.值得注意的是，在第五章§ 2中关于黎曼几何的所有结果 
在 Finsler 情形仍然是成立的.但是,在导致这些结果的论证中存 
在一些重要的差别，反映出 Finsler 情形的特点.篇幅不允许我们 
在这里展开充分的讨论，在此只能就一些实质性要点作简明的介 
绍.至于更深入的探讨，请见参考文献 [2]. 我们的讨论基于匀速测 


地线 


根据 (5. 30) ，在 Finsler 流形上一条匀速测地线所满足的常微 

分方程在形式上和黎曼情形是一 样的： 


d z u l , du k du l , w 

dt 2 di dt 


(Oe = 0, 


(5.32) 


或等价地， 


dV , dgji _ dgki 

dt 2 ^ dt dt \ 2 \ 3u l ^ du k du j 

这里 C 是 CO ) 的典型提升，1\是 Chern 联络在局部坐标系下的系 
数(参看 (3. 75) 式).注意到由于 (3. 41) 式，在 (5. 32) 式的第二项中 
有关 M ,. 〆 参看 (3. 82) 式)的项在2重缩并时消失了. 


= 0, (5.33) 
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注记虽然测地线方程 (5. 33) 在形式上和黎曼几何情形是一 
致的，但是度量张量私不仅依赖于 V ，也依赖于 = 因此 


d 广 


在方程左边的第二项依赖速度 g 的非线性程度可能高于2次.然 


而在仿射变换 ，—财 +/?下，左边仍以预期的方式乘以一个倍数. 

更确切地说，设 tv 1 = u l (as-\- ， w(s) 


^)^1 ，则由链法则 


以及在尸: TM 上识 G ) 和 u l ( t ) 是同一点，可得 


d 2 zv l , dw k dxv 1 


d 2 u l t du k du 


+ 




(O 


d ^ 2 


ds ds 


dt 2 


dt dt 




(5.34) 

当 Finsler 丛，: TA/ 的底流形换成: TM, 或者球丛 *SM 时， 
上述断言一般来说不再成立.方程 (5. 34) 意味着，若 

CG)= ⑴） 


是一条测地线，则它的反向曲线 


u/ ⑴ = u'(a — s ) ， 0^5^ 


(5 - 35) 

也是一条测地线•如果 p，TM 的底流形是 SM ， 则该断言未必为 


真 


与第五章§ 2 关于黎曼情形的做法相类似，将2阶常微分方 

程的理论用于( 5 . 3 3 )，我们就能够定义 Finsler 流形中的测地法坐 

标和法坐标域.在 Finsler 情形，我们在 T P M 中定义半径是 
Finsler 球面为 


的 


r 


S p (r) = {X e TM\F(p,X) = r }, 


(5.36) 


Finsler 球为 


B p (r) - {X 6 TM\F(p,X)<r}. 

与第五章的 (2. 9) 式相类似，对于充分小的 5 p O ), 可以定义指数 

7 Vlf — A /， 它把经过 067 VM 的射线映为唯一的一条 
从点/>出发的测地线.特别地，用第五章§ 2的记号，命 

= (exp T xy = fd 9 x k ,X k ). 


(5. 37) 


映射 


exp 户 


(5. 38) 
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指数映射在 X 关 0 时是光滑的，在 x = 0 处是 C 1 的（参见参考 
文献 [2]). 而且 (exp x )* 在处是恒同映射（参看第五章 
(2. 11) 式).因此，对于某个充分小的 B x ( r)y expr 是可微 同胚. 

第五章定理 2. 5中以为中心的超球面&(测地球面) 

的推广是 T X M 中的 Finsler 球面&(幻在指数映射下 的像： 

| 

石 = exp x (5 x (^))* 

每一个 xe & w ) 产生了一 条径向测地线 

ait) =exp x (^X) , , 

它与以 X 为中心、半径的所有测地球面都 相交. 于是第五章定 

理 2. 3的系有如下的类似 命题： 

弓 I 理 1 ( Gauss 引理） 以: T ⑴为速度矢量的径向测地线 < rit ) 

与测地球面关于数量积是正交的. 

证明 对于 xes x w , re [ o ， i ]， 考虑径向测地线 

<x(t) = exp x (irX) , 0 ^ f ^ 1. 

注意到 rxe &( M ). 设 yu ) 是 &(#) 上任意一条曲线，使得 
y ( O ) 定义径向测地线 a ⑴的变分 A [0,1] X ( — e ， s )— 


(5. 39) 


(5 - 40) 


使得 


<r(t^u) = exp x (tY (u)) 

把 yu) 在 u = o 处的速度记为 v, 则 <70，《)的变分场 c / g , o ) 满足 

«7(0,0) = 0，^/(1,0) = ( 6 又 ?：1 )^，后者是测地球面6\?1(&(以)) 

的切矢量.在变分 (5. 41) 中每一条曲线是从X出发、有常速度 
t 8 的测地线.这样，它们的长度全相等，弧长的第一变分 L' (0) 为 
零.把 expj J) 的速度场记为7%于是 aG) 的速度场为 r7\ 方程 
(5. 29) 和弧长的第一变分公式意味着 

G r ((exp x ) # V,rT) = 0, 


(5.41) 


(5.42) 


引理证毕 


利用 Gauss 引理能够证明下列重要结果，它是第五章定理 
2,4 的 (2) 在 Finsler 情形的 推广： 

定理 S. 1 在 Finsler 流形上测地线在局部上是最短线. 
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为了证明这个定理，需要下面关于 Finsler 函数 FU ， x ) 的一 

个基本结果(该结果是根据参考文献 [17] 改写的，关于它的讨论可 
见参考文献 [2]). 


引 


对于（祝，；0，（“，10€尸：^1/， 


3F 


V ^ Fiu ^ V ). 


(5.43) 

证明 根据 Finsler 度量的正定性，对于任意的以及 


BX { 


(«’x) 


(5* 44) 

其中的等号成立当且仅当 y 和 W 成比例 •（5, 44) 式就是著名的 


Cauchy-Schwarz 不等式 


利用 Finsler 度量的 （2, 8) 式及 Euler 定理，我们有 


d^F 


BF 9F 
dX { dX ^ 


gij(u f X^)V t V J == F(u f X)V t V j 


+ 


dx { dx j 


(5. 45) 


BF 


X'gijCuyX) = F(u f X) 


(5.46) 


參 


dX” 


以及 


- F 2 

对于 ( 5 . 45 ) 式右边的第二项，用 ( 5 . 4 6) 式代替再用 w=x 时 

的 Cauchy - Schwarz 不等式，以及 （5. 47) 式，则得 


(5.47) 


dF BF 




视 < gijiu.XW^ 3 


(5.48) 


于是， （5. 45) 式蕴含着 


a 2 尸 


; 卽） 0 ， 

且等号成立当且仅当 V 和 X 成比例.现在把展开成 

fcu 9 V)= F(u f x) + (y { - X') 


(5,49) 


dx i ax j 


dF(u ， X) 


dX i 
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^F(u 9 X + e(V - X)) 


+ ( F f - T )( y j - XO 


ax t ax j 


(5. 50) 


(0<e< 1). 

从 （5. 49) 式 得到： 对于任意的有 


dF(u ， X) 


F(u,X) + (V 1 - X 1 ) 


^ F ( u f V ). (5.51) 


ax ' 


将 Euler 定理用于上式左边第二项，便得引理 • 

现在我们回来证明定理 5. 1 

定理 5. 1 的证明 我们采用首先由 Bao, Chern (参看第 255 

页脚注②所列的第一篇论文)给出的证明.对于 peAf ， 取充分小 

的汐>0,使得指数映射 a , X ) I — exp ^ aX ), « d ， X € T p M ， 

F (>，；0 = 1 ，是可微同胚.该映射把单位矢量 X 映为径向测地线， 

取定 ？ = A 则它把 Finsler 球面映到测地球面 exp ^^ C ^)) 

上.考虑与单位矢量 y 相对应的、长度为 S 的径向测地线 

ex P /> ay ), 此测地线的起点是/>6财，终点是 

exp ,(5,(^)). 构造一条从/>到 g 的邻近的比较曲线 

C(w) = exp p (t(u)X(u)) ^ 

其中0<“<1，芦(/>，叉(“））=1，义(0)=叉（1) = 1%，(0) = 0“（1)= 

谷. 我们的目标是证明匚(《)的长度至少是次 

对于每一个《，曲线 C («) 和从/>点出发的径向测地线交于测 
地法坐标是 ( fU )； T («)) 的点. 这样， 

C(u) = <r(t(u) 9 u ), 


(5. 52) 


(5. 53) 


这里 J (《， w ) 是由 

<7( 艺， “ ） = exp p CtX(u)), 0<f 1 (5 - 54) 

定义的 exp〆 #) 的变分，其卜曲线是所有长度为 $ 的、速度为 1 的 
径向测地线.根据链法则， 


dC 3a dt 

du dt du 丁 9u 


Ba 


cU 


(5, 55) 


du 


现在， coo 的长度是 
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jV(c( W )/f)d M , 

运用引理 2,命 V = = T ，则由 （5. 43) 式得到 


(5.56) 


LCCiu )) = 


cU 


BF 


BF 


T 


L ( C (“））> 


du 


dX l 


ax # 


( C , T ) 


(c,r> 


1 / dt 


U l T j 


(5.57) 


T 7 + J ( g ^ 

上式的第二个等号成立的理 由是： 由 Euler 定理以 及了的 长度为 
1( 即 F ( CU )， T ) = 1) 得知 


(C f T) 


0 \ du 


dF 


T l = 1 ； 


CC , T ) 


由 （2, 8) 式有 


dF 


djc = Y gij 


但是, Guass 引理意味着 


(gij) (C’T^Tj = Q ， 

L(C(^))^f(l) — ， (0 ) =谷 

注记 在黎曼几何情形同样有定理 5.1, 但是其证明（比如在 

第五章所给出的定理 2. 4 的证明)通常不能用于 Finsler 情形.这 
是因为在 Finsler 几何中用于计算沿曲线 C( M ) 的速度的度量函数 

既依赖于 C ( u ), 也依赖于速度 f 自身; 然而在黎曼情形，它与速 
度 无关, （细节请看第 255 页脚注②所列的第一篇论文). 


(5* 58) 


故有 


(5. 59) 


§ 6弧长的第二变分公式和 Jacobi 场 

为了清楚起见，我们考虑在变分矩形上的拉回形式.根据 
(5.19) 式，弧长的第二变分是 


3 2 a 


J 


L\u) 


n dt 


< 6 . 1 ) 




du 2 


0 
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将 （5. 23) 式对 w 求导，则得 


3 a 


m 


d 2 a 


3 z b 


db 


a 


m 


m 


a 


( 6 . 2 ) 




a 


du 


du 2 3udt 

Chern 联络系数 < 的导数可通过 P 把 Chern 曲率张量的结构方 

程 （4. 2) 和 （4. 3) 拉回来进行计算.利用 （5. 19), (5. 10), (5. 17)， 
(5.18) 和第一个 Chern 曲率张量的对称性质 (4. 4) ,我们有 


da k 
dt Bu 


= a k^j — b J k a) + R l knu am 


+ PLfi a m bi — c 、 

在上式中置 = a ，则第一个尸-项涉及故由 （4. 26)、 
(4.12)、 （4. 13) 和 （3. 35) 式得知该项为零•这样 

da ： db ： 




(6.3) 


m 


-\- b J a aJ — a m b l + P^ jp b^ai . ( 6 . 4 ) 


du 


将此式用于 （6. 2) 式则得 

d 2 a m d(9b 
du 2 dt\ du 


- c 管- 6 你 

a : ( 篕 + W - 卿 勻， 

其中 PTi = 现在，在 (5. 22) 式中命 ba , 且回想起^=0(参 

看 (5.17) 式），则得 


m 


a 


+抑: 


b a b l R： ml + 


(6* 5) 


— a 


db 


a 


- 仏; 




( 6 . 6 ) 


由此可知， （6. 5) 式成为 


d^a 


du 2 m + 叹 


mi db 


a 


+ b %- i ^ ypj } - 


+ CL 


du 


a 


(W + b^b l R： ml } 


m 


(6. 7) 

利用第一个 Chern 曲率的对称性质 (4. 17) ,上式中涉及及的项能 


一 a 


写成 
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- a m b a b l R： ml = - 

= 

=a m b a b l R 

W 及 mimj ， 

第四个等号成立已考虑到 （4. 18) 式.进一步，由于 （3. 4) 和 （3, 9) 


m 


maml 


= a 


式， 




W = am b m 8apb 

aUL K ■ 

最后把 （6. 1) 式限于 m = 0,且假定基准曲线是测地线.这样，从 
(5.31) 和（ 3 . 9 )式得到在 （6. 7) 式中与 C 成比例的项皆为零.因 
此，在 Finsler 几何中测地线弧 长的第二变分 公式是 

L ff (0)=- 


m 


— a 


m 




Bb 


m 


a 




3u 


0 


a 


dj + ^mimj W)(k 

与第一个 Chern 曲率张量足_ ; 有关的项可以看作旗曲率的 

倍数.确实，从第五章的 （3. 6) 式可知，曲率算子/?(7%厂)在了上 
的作用是 


m 


( 6 . 8 ) 


a 


o 


RCT ， u)T = = (fct^r^u^ 


(6. 9) 


由此得到 


g t (R(t ， uyr ，"）= gijF 2 R j mml u i u l 

= UV \ 


( 6 . 10 ) 


根据 ( 4 . 38) 式所给出的旗曲率尺(〜， C 7) 的定义，我们有 

，及—翁 ==- FK(e m ,U)lGT(U,U)G T (e 

— { G r ( e M , t 7)} 2 ] 

- (浐) 2 ]. 

注意到在 (6. 7) 式中与第二个 Chern 曲率张量 i > 有关的项在所得 
结果（ 6 . 8) 中不出现.这个引人注目的事实使得在 Finsler 几何中 


e 


m ? 


m 


m 


-— a 


(6 - 11) 
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舞: 


弧长的第二变分公式在形式上与黎曼几何中的公式是一致的，只 
是在黎曼情形的截面曲率要换成 Finsler 情形的旗 曲率. 

不难看到，利用 Chern 联络的结构方程的内在形式（见 
(5.25) 式和 （5. 26) 式），第二变分公式 （6. 8) 也能写成内在 形式： 

G t { Dt/f / ， 


T 


FCT) 


0 


[_Gr (DrU ) + GriRiT 


F(T) 

1 ( dF(T) 

F(T)\ du 

请读者自己补充推导的细节. 

现在我们来定义以: T 为切矢量场的测地线上两个光滑矢量 

场的指标 肜式： 


0 




ck 


( 6 . 12 ) 


0 


I(V 9 W) = I y^[_G r (D r V 9 D T W) G t (R(T,V)T f W)^dt 


0 


(6. 13) 


这样，第二变分公式 (6. 12) 能写成 


T 


V f (0)=I(U 9 U) 


0 


2 


1 dF(T) 

F(T)\ du 

进一步，引进的、与: T 是 GV - 正交的分量 


m 




(6. 14) 




0 


T 


T 


U 


U - G T U ， 


(6 - 15) 




F(T)J F(Ty 
从结构方程 (5. 26) 和测地线条件 (5. 29) 得到 


3F 


Gt (Dx (/ 丄， Dt t/ 丄） = Gt (Dt C/ ， Dt C7 ) — 

而在另一方面，旗曲率的性质蕴含着 

GV (及 w 丄 )7\t7 丄） =G T (R(T ， Uyr，Uh 

把 (6. 16)， （6.17) 两式用于 (6.13) 式,则第二变分公式可表成如下 
的紧凑 形式： 


(6. 16) 




du 


(6. 17) 
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T 


a 


Z/'(0) = I(U L ,U ± ) +G r D v U f 


(6. 18) 


F(T) 

让我们回到由 （6. 13) 式定义的指标形式.在常速度参数化下 
(即 F ( r )= CO nst )， 利用分部积分、结构方程 (5. 26) 和测地线条件 
(5. 31)，能够把改写成 




0 


a 


a 


IQJ ^V)= J yV) 


Ct7'(Dt , J 






F 


F 


0 


0 


+ R(J 9 T)T 9 V)dt 

沿测地线定义的一个矢量场 《/ 称为 Jacobi 场 ，如果它满足方程 

D r D T J + R(J f T)T = 0 

上述方程称为 Jacobi 方程 ，它在形式上和黎曼几何的情形是一致 
的.二阶常微分方程组的理论 表明： 对于速度场 为了的 测地线 
a ⑴，给定则存在唯一的一个沿的 

Jacobi 场•/<>)，使得 , K 0) = V ， D Tt /(0)= U ^. 我们有下列结果. 

定理 6. 1在 Finsler 流形上给定任意一个光滑变分（不必有 
固定的端点）使得 所有的 卜曲线是测地线，则其变分场?7必定是 

一个 Jacobi 场. 反过来，沿测地线 <7(0 的一个 Jacobi 场必定 

是其 P 曲线是测地线的变分 <7的变分矢量场 t /. 

证明 我们将考虑匀速测地线 ( DtT =0)， 将 D r 用于 Chern 
联络的无挠条件(即 （5. 25) 式），借助于 （5. 25) 和 

(6.3) 式，得到 


(6. 19) 


( 6 . 20 ) 


D t D 7 U= DtDuT (D r Dt7 - D v D t )T 


- (F(T^)HR J mjm U^ - P i 


a 


(U))e t 




w 


mma f» 


CF(T)yRl mj W ei 
= R(T 9 mT 




— R(U ， T)T ， 

其中在第 4 个等号中我们已经用了 （4. 23) 式来消去 P - 项，在第 

个等号中已用了 （6. 9) 式，在最后一个等号中已用了及的反对称 
性 （4. 4) 式. 

沿以: TG ) 为速度场的测地线 (7(0，0« a 给定一个 Jacobi 


( 6 * 21 ) 




5 
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场 J ( o , 构造 c ⑴的变分 如下： 取曲线 y ( w ), 使得 y ( o )=< r ( o )， 并 
且速度场满足 


V | U= Q = J | (= 0 * 

构作沿 70/) 平行的矢量场 y («), w ( w ) (即 Dvy = cw = o )， 且满 


足初始条件 Y(0)=7X0W(0) = (DrJ) .所求的变分是 


t=0 


a(t,u) = exp riu) {t(YM + uW(u))} 

注意到 tx (0, 幻 =7( W )， aG ，0) 是基准测地线 <7(0,沿 <7⑴的变分 


( 6 . 22 ) 


场是 


da(t ， u) 


U (f)= 


du 


o 


根据定理的第一部分， C/ ⑴是 Jacobi 场.我们想要证明 U ⑴实际 

上就是 JQ ). 倘若我们能够证明 

t/(0) = *7(0 )， (D t C7) 


(D t J) 




1=0 


(=0 


则根据 Jacobi 场在给定初始条件下的唯一性便得到我们所要的 
结论.确实，我们有 

da ( Qju ) 


d 


f /(0) = 


rM 


V ( 0 ) = J ( 0 ) ， 




du 


du 


(6 - 23) 


以及 


(D T f7) 


( D v T)\ t 




= 0 


t=0 


d 


= ^ ex Pyu) {t(Y (w) + uW (w) } 

其中第一个等号用了无挠条件.由于 ( exp & O . STV ^ M 的原点 
是恒同映射， 

羞 exp y ⑷ k(T( w ) + uW(u))} 


， (6- 24) 


f= 0 ,« = 0 


= y («) + uW ( u) t 


t=0 


(6.25) 


因此 
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(DTf7), = 0 = Da(YM + uWM) 


= D um (Y(u)-\-uWM) 


= D v(0> (y ⑻ +uWM) 


= W (0) = (D^t/) 


(6. 26) 


* 


证毕 


如同在黎曼几何的情形， Jacobi 场是研究 Finsler 空间中测地 

线性质的重要工具.特别是旗曲率和测地线之间的关系能够借助 
于共轭点的概念来研究，而后者用 Jacobi 场在所考虑点处的行为 
来刻画(看下面的定义 6.1) .在 Finsler 情形的解析方法紧随黎曼 
几何中所用的方法之后.这之所以成为可能，关键还是 Chern 联 
络的令人注目的性质•在本节的余下部分，我们将给出指标形式与 

共轭点和 Jacobi 场有关的几个重要性质(它们也是黎曼几何中的 
标准结果).在这里，篇辐不允许我们完整地叙述证明，然而它们与 
黎曼情形的相应证明是十分相 似的. 至于黎曼的情形，读者可参考 

参考文献 [19 ]，vol I 和 [10]; 对于 Finsler 情形，可见参考文献 


[ 2 ] 


定义 6. 1假定指数映射的切映射 ( ex P / J * 在是退 
化的，即存在某个非零的 We 7 V (7 VM ) 使得 （ expJ.W 

了 cxp / Af ， 则称测地线 上的点 ^( l )= exp p y 

与点 cr (0)=/» 是共*的. 

构作上述定义中测地线的变分 

(r{t 9 u) = exp p (t (V + 

在该变分中每一条卜曲线是测 地线. 根据定理 6. 1，其变分场 UU ) 
是 Jacobi 场，而 (6. 27) 式意味着 •因 

此我们有 


06 




(6. 27) 


引理1 < r ( l ) 与 a (0) 在测地线 < x (0= exp p tV 上是共 
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辄的，或者等价地， (expJ * 在 V6 (T ff(0) M 是退化的，当且仅当存在 

沿 〆/) 的非零 Jacobi 场 JU) ，使 4 J(0)-J(1) = 0. 

对于有固定端点的变分，即 （7(0) = L (1) = 0，则 DW 在端点 
也为零.从 (6. 14) 式 得到： 如果 JO /， f /)<0, 则 L "(0)<0. 于是， 

我们有 


引理2如果测地线 〆 O 的一个变分场 C / 保持端点固定，则 
I ( U 9 U )<0 蕴含着该测地线不是最短线. 

测地线上的共轭点与指标形式在其两端为零的矢量场上的符 
号有密切的关系,下面给出有关的重要结果.在本节的以下部分， 
用9%表示定义在连结/的测地线上使得 W (0) 
= WCa) = 0 的光滑矢量场所构成的空间.则有 

引理3 (1) 如果在测地线上没有 <7(0) 的共轭 


点，则对所有的有 


KW)>0, 


且等号只在 W =0 时成立. 

(2) 若 (7( a ) 是 ( K 0) 的共轭点，但是对于所有的 0< r < a ， a ( r ) 
都不是 〆 ())的共轭点，则 


I(W 9 W)^0 9 V ^ 6 

且等号只在 W 是 Jacobi 场时成立. 

我们还有 


引 


对于 一 条测地线存在 ff (0) 的共辄点 

a ⑹， 的充分必要条件是存在与： T 是 GV - 正交的 W e 
使得 KW ， M /)<0. 

上面两个引理的证明可在 D . Bao , S . S . Chern , “A notable 

connection in Finsler geometry ”, Houston J. Math , ， 19(1993), 

135 〜 180 中 找到. 作为引理 3 的推论，我们有 

引理5假定是一条不含共扼点的测地线.设 
•/是 a 上的光滑矢量场使得1^(0)=«/(0)，1^00 = 1 /00，且《/ 

是 Jacobi 场.则 
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/W，WO >/G/ ， J )， 


且等号成立当且仅当 W = J . 

证明 根据假定, We 9%.引理3断言 
0</(J - W,J - W) 

- IU.J) - 2J(J，WO + I(W,W) 


a 


a 


~G t CD t J,W) +/(W，WO 


G 丁 (T)tJ ， J) 






F 


F 


0 


0 


a 


令 G T <XhJ ， J) + J(W) 

^ 0 

= -/(«/，•/) +/ W ). 

在第二行的等号中我们用了指标形式的双线性性质和对称性.在 

第三行的等号中我们用了 （6. 19) 式.再次用引理3可得等号成立 
当且仅当 J — W =0. 

最后我们叙述 

弓 I 理 6对于所有的有 KV ， HO =0 当且仅当 F 是 

一 个 Jacobi 场. 

证明若 F 是一个 Jacobi 场，则从 (6.19) 式直接得到对于所 

有的 we 有 uv , w )= o . 反过来，假定对于所有的 we 有 

/( y , wo = o •设/⑴是 [ o ， a ] 上的光滑函数，满足 条件： /(0) 
/( a ) =0,对任意的 0 <><a 有/(0>0.取 W 为 

nOiDrDTV R(V,T)T). 






则对于 KV ， WO 用 （6.19) 式得到 


f f(t)G T (B T D T V + R(V,T}T,D 


\J ~~ 


D t V 


T 


F 


+ R(V,T)T)dt 

这表明 V 是一个 Jacobi 场. 


§ 7 完备性和 Hopf - Rinow 定理 

对于一个 Finsler 流形，一个明显的整体问 题是： 它是不是另 
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一个 Finsler 流形的真开子流形.与此有关的一个重要概念就是完 
备性，它本是度量空间的性质.因此，我们先讨论关于度量空间的 
一般结果，再研究完备的 Finsler 流形.此处的结果在黎曼情形自 
动 成立. 


定义 7.1 闭区间 0< f < l 到度量空间 Af 的连续映像称为 M 
中的一段弧.半开区间 0< r < l 到的连续映像称为 M 中的一条 


路径 


设 p ( t ) 是 M 中的一段弧，如果对于任意的 

都有 


〆/»( 々） ，/>%)) + P 、 P 、 t2) ， pihY) 

= 〆 />(&) ，/>( G )) ， 

其中是度量空间 M 中的距离函数，则称 p ⑴为 M 的一条 线段 . 

M 中以> w 为始点和终点的线段记作声士 

因为闭区间(或半开区间)都是彼此同胚的，所以上述定义中 

的区间长度可以不限于 1. 把一段弧(或路径）限制在其定义域的 
闭子区间上，所得的弧称为它的 子弧 . 

设 〆 f ) (0< t < l ) 是 M 的一条路径 ■如果 ： （1) 它是 A / 的闭 

子集； （2) 它的每一段子弧都是线段，则称/ »(/) 是 M 的一条 射线 . 

若函数 〆 / >(0)，/»( f )) (0< f < l ) 是有界的，则称它的上确界是该 
射线的长度. 

例1设 A / 是平面及 2 上去掉一点所成的空间,似=及 2 _{0}， 
它关于从及 2 诱导的距离函数成为一个度量空间.命 

/ >i(0 = U — 1,0), 0 < f < 1 ， 

则九“)是 M 的一条射线，显然它的长度是有限的,即它的长度是 
1.但是射线 


(7*1) 


pzi ° = 卜!^) 


<1 


没有有限的长度. 


不是所有的度量空间都存在射线，如在紧致度量空间 
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中就没有射线.若不然，设 pet ) (0<t<l) 是紧致的度量空间 M 

中的一条射线，则极限 存在； 因射线是 M 的闭 

卜1 

子集，故/>。在射线上，即有 0<fo<l ，使 p 、 to ) =/>o •取6 = (A) + 
1)/2,则 fo<£i<l. 根据射线的定义，当 h < t <\ 时有 

pip(t 0 ) ，沪 ⑹）+ p(p(ti) ^p(t)) = p(p(to ) ，/>“））， 


故 


p ( p ( t 0 ) f p ( O ) > p ( p ( to ), p ( t !)) > 0. 

但是当 £—1 时，左端趋于零，这是一个矛盾.故在 AT 中不可能存 
在射线. 


显然妒中的单位圆盘乃={(1，3^)€及 2 |/+：/<1}是紧致的 

度量空间,所以在 D 中不能有射线. 

引理1设度量空间 M 中有一列点 


满足条件 


U \ ， 




» •畢 


it 


n 一1 


7 ^(^ ^ |+1 ) = p{a x jU n ) , 

1 = 1 

则对任意一组整数都有 


(7.2) 


*-1 


r=l 


)= p ( a、，a ‘ 

证明若命题不真，则存在一组整数 


) 


(7. 3) 


V ’ k+i 




k — 1 


2 〆 “ 

广 = l 


)> pia ti ya ik } 


，.八 +1 


因此 


n — 1 


Pia ^ a ^) + Yjpd 

i=I r=l 

> 〆 々 ，％)+ p(a iif a ik ) + p{a tkf a n ) 


)+ pia ； ja n ) 


a ~，' +1 


k 


^ p ( a l 9 a n ^j 


这与条件 (7. 2) 相矛盾，所以 （7* 3) 式必须成立. 

引理2设（1<是<；1-1)是度量空间 M 中的线段，并 


且 
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^ p ( a kf a k ^O 

k=\ 


(7.4) 


p(a l 9 a n } ， 




贝 ij y = D a 必 + 1 是线段 • 

A= 1 

证明设《 = 3.显然 <21«2+如《 3 是 = 段弧，现要证明它是线 

是该弧上任意三点，且 J 在： Td 之间. 若 O： 和 Z 同 

或 ^2^3 » 则由线段的定义得 

p(x 9 y) + p(y 9 z) = p(x 9 z). 

现在不妨设 

p{a l 9 x) H- pix^y^ + piy^a 2 ) = p(a lf a 2 ) t 


段.假定 
时属于 


x ^ y^z 


a } a 2 9 


p ( a 2 fz ) + p ( z ， a 0 = />( a 2? a 3 ), 


因此由条件 (7. 4) 得 


p(a Y 9 x) + p(jc,y) H- piy^a{) + p(a 2 yz) + piz f a 3 ) 

= P ( ai ， a 2 ) + 尸 (七，々） ^ >^ 3 ) - 


由引理 1 则有 


户 Cr ，： y) + 〆》，《）= p ( jo 9 z ) 9 


故 ai<2 2 +a2a 3 是线段 


利用类似的推理，不难用归纳法证明引理对任意的; I 都是成 


立的 


引理3设 A />(f〉，0<z<l 是度量空间 M 中的一条路径, 
而且它的每一段子弧都是线段.若#是 M 中的闭子集 ，则# 是射 
线;若#不是 M 的闭子集，则极限 lim/>G) = 户存在，并且芦+/>是 


线段 


证明前一个结论是射线的定义•现在假定；?不是 M 的闭子 

集，则必有沒的一个极限点 pH 因此有序列 

使得 A=/>(f,) — /K/—+oo> •我们要证明 \ i m p ( t )= p . 

—1 

不妨设 {A} 是单调上升的 序列. 因为/ >0,) ― p ( i — + oo )， 故 
对于任意给定的正数 e, 必存在正整数 iV， 使得当 ON 时有 


1，0< u <1, 


U 
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e 


(7.5) 




因此当^>#时总是有 

pipit^ ， p(t/)K p(pUi) ， p) + ， P 、 〈气 

取汐则当 0<1— 时办^夂 £ <1. 由于 t 

- 1，则对每一个这 样的/ 总可以找到指标）>“，使 t N+1 < t < tj 
< i .因为 p 上的子弧是线段，所以 

pipit pit)) 

< 户（声（〜 + 1 ) ，户（ 0 ) + p(p(O f p(tj)y 


(7.6) 


€ 


= pCp ( tN ^ i ) ，/>(~)) < T 


(7, 7) 


因此只要 0〈1一 t 〈 d ， 总是有 

pipit ), p ) < pipit ), pit N+l )) + p ( p ( t N ^), p ) < e 


limfi ( t )= 

卜 1 

命/ >(1)=/ m 我们要证明 p ( t ) ，0< f < l 是 Af 中的线段•设 x ， 
ytz 是这段弧上任意三点 ，且： y 在 J ： 和 z 之间.若/ >( 1 )， 则由 
假设得到 


P 


pi^^y) + p(y ， z) = p(x ， z). 

若之=/>(1)，不妨设 y ^ pil ). 因为山=/)(心)-►/>，所以对充分大的 

“ y 必落在 O ： 和 a , 之间.因为是线段，故 

p(x 9 y) + piy^a^ = 


让£—+ 00 ,则上式给出 


+ piy ^ z ) = p ( x f z } 


因此;?+/>是线段. 

现在假定 M 是连通的 Finsler 流形，在 Finsler 函数 F 是齐次 
函数的假 定下; M 关于由 Finsler 度量诱导的距离函数(第五章的 
(2. 46) 式)成为一个度量空间.下面的引理表明流形 A / 上实现两 
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点之间的距离的曲线段恰是定义 7.1 所说的线段. 

引理4 设 y 是 M 上连结/>,9两点的可求长曲线，并且它的 
长度等于〆/>，!?），则 y 是 Finsler 流形 Af 上的测地线，也是度量 

空间 m 中的线段.反之，若 y 是 M 上连结/>， ？ 的线段，则7是测 
地线，并且7上任意两点之间的距离等于/在这两点之间的弧长. 

连结两点的测地线，如果实现了这两点之间的距离，则称它是 

最短测地线.引理的意 思是： 在 Finsler 流形上最短测地线和线段 
是等价的概念. 

证明设/•是 y 上任意一点，取 r 的法坐标域 C/， 使它具有第 
五章定理 2. 4所要求的性质.任意取一点 nerfit /， 使7在 
之间的部分 A 落在内.根据定理 5. 1,在 f / 中存在唯一的一条 
测地线 g 连结 r 和 n ,并且 g 是 (/ 中连结 r 和 ri 的最短线.若 g 关 
A ，则 A 的长度必大于 g 的长度，这与7是实现两点之间的 
距离的曲线段相矛盾，因此7是测地线. 




任取三点1，3^，2：67，且7在：*：，2：之间，贝!| 

fx xy -\- yz + zq 


=PQ = Pip ， 

I 

其中 记号巧 表示曲线在 / sg 之间的弧长.根据黎曼流形上两点之 
间的距离的定义，则得 


p(p^) + + p(y^z) + p 、 z ， q 、 

< /i + + 

故上式等号必须成立.由引理1得 

户 ( 工， : y) + p(y^z) = p(x f z) f 


m = pip ， q 、 、 


故 y 是线段. 

反过来，设 y 是连结/的线段•在7上取分点 p 


=r 0 ， n ， 


_ # _ 


r «= 分，使得 p ( r if r ^ i )^=— p ( p , q ). 贝 lj 


»一1 


的长度= 

i=0 

当 n 充分大时，弧长&. +1 和 "( r ^ rvn ) 的差是 lAz 的髙阶无穷小， 


7 




310 


故 


»_1 


y 的长度 = E ， n+i) + 


o 


n 


:=+ 0(1) ， 

即 y 的长度=^(/>,0，/是测地线. 

引理 5 设 M 的每一点 /> 有一个正数 〆 声）， 使得： 

(1) 对于 M 上任意一点 9 ，只要/0(/)，0)<^声），则必存在连 

结/的 线段； 

(2) 若 〆 />， g )> M /0, 则必有一点 《 reM , 使得 {>{ p ， x 、= 
pip ), 并且 


pipjx) + pCx 9 q) = P(p ， q), 

证明我们 取点声 的半径为 e 的球形法坐标邻域 V ，使 e 具 
有第五章定理 2. 5 所述的 性质. 只要取正数 p(p)<e 就行了.若 

P 、 P ， q) <〆/>) ，则故在 W 中存在唯一的测地线连结户 
且它的长度恰是见第五章定理 2. 6 最后的说明).根据引 
理 4 , 这条测地线是线段 />g, 故 (1) 成立 . 


，心 


设 qeM , p ( p t q )> p ( p ^. 根据距离的定义，必有可求长弧的 

时， ft 的长度〜—户(/>,9)•在 A 上取一点 a , 使 
〆 />，:》:，) = 〆 />)，则: r , 落在以声为中心、以 〆 />)为半径的超球面 

石⑷上•由于毛⑷的紧致性，必有 U } 的子序列收敛于毛 (p) 上一点 

不妨设 U ,} 本身是收敛的.因为 

p { x { , q ) ^ xiq ^ 


序列{^}，当 


I— >00 


X 




Si —— pip ) 9 


故 


p(pjq) < 〆/> ，々 ）+ pOci.qXsi ， 

，则 ，故 


命 i 


pip^q) = Pip.x) + f>0c ， q、 , 

定理 7. 1 设 M 是连通的 Finsler 流形，是 Af 上任意两 

点 . 则下列命题中必有一个 成立： 

(1) 存在线段连结 两点； 
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(2) 存在从 /> 出发的射线/，使得 y 上任意一点适合条件 

〆 户， x ) + pix 、 q 、 = pip ， q ) • 

证明假定不存在连结/ >， g 的线段.命我们要构造线 

=1，2,…，使得对每一个正整数 h 它们满足条 


段的序列 




件 


(C*) p{a x + ^ak)+piakjq)=pipjq) 

， a k ^ x a k 使条件 ( C *) 成立，则由引理1, 


若已有线段 


以必，… 

"(屮而）+ …+ p ( a k ^ i 9 a k ) = 〆 〜，々）， 


(7.8) 

(7.9) 

根据引理 2, A = @>必 +1 是线段七办，因此山和 9 不能用线段连 

结.考虑点集 1 


p(a lf a k ) + p(a k 、 q) = p(a l 9 q) 


k 一 1 


5, = {x 6 M \ 能用线段连结: r 和且 


p ( a k $ x ) + p ( x ， q ) = p ( a k fq )} , 


根据引理5,集合 &关 0，并且 


= sup p ( a k ^ x ) > 0 


(7.10) 


^ S k 


显然 K P ( a k ， q \ 任取一点 A ， 并使 


p(a kf a k ^ x ) ^ —T * +1 


(7.11) 


那么线段 


，<2必 +1 满足条件 ( Ci +1 ). 命 


^\0,2 ， 


• • • 


7 = 2 

i=l 


(7. 12) 


UiU 


m ， 


k-\ 


则 y 是一条路径 • y 的任意一段子弧必定是某线段 ^ 

弧（只睪々充分大），所以它是线段.根据引理3,要证明 y 是射线 
只需证明 U *} 没有极限点. 

为此假定则由引理 3, y + r 是线段 • 在 (7. 9) 式 
中让々—°°，则得 


的子 




pC^i^r) + pir ， q) = pCa XJ q) f 


(7. 13) 
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同理， 


(7.14) 


p(a k *r) + pCr f q) = p(a kf q). 

因为已假定不能用线段连结 A ，。故 r 參 g . 根据引理5,必有点 
尹 r , 使 得工和 r 能用线段连结，并且 

/o(r,x) + pix ， q、 = pir ， q) 


(7. 15) 


联合 (7. 14) 与 （7. 15) 两式则有 

p(a k 9 r) + p(r^x) + p(x f q) = p{a k ， q ) ， 


由引理1得 


p(a k jr) + p(r f x) = p(a k$ x). 


于是，根据引理2,山 r + rx 是线段,故 


T k+l ^ p(a k ,jc) ^ p{r f x) > 0 


(7. 16) 


上式对任意的 k ^ l 都成立.但是在另一方面 

oo oo 

6 *=1 *=1 

故必须有 b ^ r ^+ i ^ 0 , 这与 (7 . 16) 式是矛盾的.因此序列 {«*} 不能 
有极限点， y 是射线. 


a*+i) < p(a l 9 q) f 


在7上任取一点 I ，则当 A 充分大时点: T 落在线段 

1=1 


^ 1^1 + 1 


内，所以 


p(a lf jo) + p{a: 9 a k ) = p(ai ，叫） 


联合 (7. 9) 式则得 


p{a x 9 x) + pix^Uk) + p(a k 9 q) = pia x ^). 


根据引理 1 则有 


piaifO：) + p(x $ q) = p(ai f q ) , 


(7.17) 


定理得证 


注记在定理 7.1 的第 (2) 种情形，因为 

pipyx) < P(P ， q) ， x € y ， 

所以射线 y 有有限的长度.因此，如果连通 Finsler 流形上没有有 
限长度的射线，则任意两点必能用线段连结起来.由例2可知，紧 
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致的连通黎曼流形上任意两点都能用线段连结. 

定义 7. 2 设是度量空间 M 的一个点序列.如果对于任 

意给定的正数 e ， 总是可找到正整数 Nde ) ，使得只要 


有 


p(a i 9 aj) < e. 


则称 { a „} 是一个 Cauchy 序列 . 

定义 7. 3若在度量空间 M 中每一个 Cauchy 序列都是收敛 

的，则称 M 是完备的.如果连通的 Finsler 流形 M 关于从 Finsler 

度量诱导的距离函数成为完备的度量空间，则称 M 是完 备的 


Finsler 流形 


根据收敛序列的 Cauchy 判别准则，欧氏空间自然是完备 
的度量空间,也可以看作完备的黎曼流形(或 Finsler 流形）.但是 

R m 不是紧致的.因此从几何的观点看，紧致性并不是最适宜的条 

件•对 Finsler 流形的整体研究，完备性这个条件被认为是最合适 


的 


定理 7 . 2(Hopf-Rinow) 设 Af 是连通的 Finsler 流形，则下 

面三个条件是彼此等 价的： 

(1) M 是完备的； 

(2) M 上任意一条测地线可以无限延长； 

(3) 每个闭的有界子集必是紧致的. 

证明 （1)=>(2).假定 M 有一条从点/>出发的测地线7不能 

再延长，其长度1是有限的，则它可以表成而且极 

限 lim />( z ) 不存在(实际上，若极限存在，命 p ( l )= a 9 

卜1 卜1 】 

则得到测地 线段 〆 然而测地线段总是可以从端点向 
外延伸，这与假定相矛盾) • 任取一个单调递增数列 tkfO tk 1 > 

且 “ —1 命 ，是=1，2, … ，则 

oo 

▲=i 

因此对任意给定的 e >0, 存在正整数 JV , 当 n > l > N 时总是有 


(7.18) 
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pi^k ^ a k^r\ ) < 


芒， 


所以 


(7. 19) 

这说明是 Cauchy 序列.因为 M 的完备性，故存在一点 代 M ， 

显然，点 g 与序列的选取无关，所以 limp ( t ) 

这是一个矛盾.故 Af 上任意一条测地线必能无限延长. 

(2)，(3).假定 ilf 上任意一条测地线都可以无限延长，因此 
M 上没有有限长度的射线.根据定理 7. 1， M 上任意两点都可以 
用线段连结.设 S 是 A / 的一个有界无穷子集.故有一点 aeMR 
正数尺，使包含在以《为中心、以 K 为半径的开球内.在 S 中取 
一个无穷序列 U *}， 使其中的点两两不同.因为 pia ， oc k 、< K ， 

ip ( a ^ k )} 是有界无穷数列，故必有收敛子序列.不妨设该数列本 
身就是收敛的，于是可命 


〆 〜，“„)< £ 


使 lima 


=?， 


k=q 


limp (以 ， jit 是） —/ 


用线段 axk 连结 

在 T a (AO 中以原点为中心的单位 Finsler 球 面上. 由单位球面的 

紧致性，不妨设在这个单位球面上收敛于 I ；.从点 a 出发沿切 

方向 t / 作测地线 h 因7可无限延长，所以在 y 上可以取 

_ 

_ 

使 y 在 a ，心之间的长度为/•线段 ax * 是从 a 出发、与外相切并且 

长度为的测 地线. 由于测地线对初始条件的连续依赖性, 
故 lima * =1。，这说明❼是 S 的一个极限点.如果 S 是闭的，则 

€5. 因此, M 的每一个闭的有界无穷子集有属于该子集的极限 
点，故该子集是紧致的. 

(3)^>(1).实际上，如果 {〜} 是 Cauchy 序列，则必是有界 


设 I * 是 在点的单位切矢量，则 W 落 


9 Xki 


占 




工 0 , 




Xo 


集.由条件( 3 ),该点集的闭包是紧致的，故存在收敛子序列 U %} 
和点使得 d 


<2 0 (是一 ► OO ). 因为 




\ p ( a nf a 0 ) — p ( a m 9 a 0 ) | ^ p ( a n 9 a m } , 
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故{户(^，如） } 是 Cauchy 序列，因此 

\ imp ( a n 9 a 0 ) = \ imp(a , a 0 ) 

rt—►CO 是一 ►OO * 


0 , 




艮 P lima„=ao 


注记 i 上述定理的断言 （2) 等 价于： 在任意一点 peM ^ 
数映射 exp , 在整个的 T P M 上有 定义. 

注记2前面已经指出过，对于 Finslei ■丛 p * TM~*SMM ±. 

的测地线在反向之后可能不再是一条测地线.因此在上述定理用 
于* SM 时无限可延长的概念必须用无限地向前可延长性来替代. 
对于测地线的这个微妙特性，可见参考文献 [2]. 

系1在完备的 Finsler 流形上，任意两点可用最短测地线连 


结. 


证明因为在完备的 Hnsler 流形上测地线能无限延长，所以 

不能有有限长度的射线.根据定理 7. 1，任意两点可用线段连结， 
即可用最短测地线连结. 

系 2 紧致的连通 Finsler 流形是完 备的. 

证明因为在紧致的度量空间中任意的无穷子集都有极限 
点，根据定理 7. 2,它是完备的. 

定义 7. 4 设 M 是连通的 Finsler 流形；如果 M 不能是另一 
个连通 Finsler 流形的真开子流形，则称 M 是不 可廷拓的 . 

定理 7. 3 完备的 Finsler 流形是不可延拓的. 

证明设 M 是完备的 Finsler 流形.若 M 是连通的 Finsler 

流形的真开子流形,则可取边界点根据引 
理 3 ,存在点在 AT 中的 e - 球开邻域 L /， 使得 U 中任意一点都可 

以用 A /' 中的线段与/>连结•因 声 eM ， 故有 geMflt /. 线段砂在 
M 中的部分是一条从 g 出发的射线，它的长度这与 M 
的完备性相 抵触. 所以 M 是不可延拓的. 

但是完备性的 限制确 实比不可延拓性更强 •例 如： — {0} 的 
通用覆盖流形/!是一个连通的黎曼流形，它是不可延拓的，然而 
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它却不是完备的. 

在17中取坐标系 <>，0)， O </?< + oo , 


«9< + oo , 黎曼度 


— DO 


量是 


ds 1 2 = d， + p 2 A6 2 ； 

设復盖 映射是 h 五 2 — {0}， 使得 

7t(p ， d、= (pcos 6jpsin6). 

那么; r 在局部上是保持黎曼度量的.若黎曼流形 H 能延拓，则必 
定把^==0的点加 进去; 但是这样得到的不再是二维黎曼流 形了. 
显然/7不是完备的，因为 IT 中两点 

( 户 1 ，没 1) (1 ， 0 〉，（户 2, 沒 2) = (1 ，兀） 

之间的距离是2,但是不能用17中的线段连结. 


§8 Bonnet-Myers 定理和 Synge 定理 


在黎曼几何中这两个经典的定理是弧长第二变分公式在大范 
围微分几何中的重要应用，极好地显示了曲率和拓扑之间的紧密 

联系.我们将会看到，利用 Chern 联络，这两个定理在 Finsler 情形 

也是成立的. 

设： T 是 T P M 中任意一个矢量， 


T 


是沿： T 的单位矢 


F(T> 

， fn . 在点/>沿 方向& 的 


量•构作 G T - 单位正交基 U },/ = 1 

Ricci 曲率由§ 4. 2 的 (4. 39) 式定义，我们有 

定理 8. 1 (Bonnet-Myers ) 设 M 是一个完备的连通 Finsler 


流形 • 如果对于所有的点户 eAf 沿 T P M 中任意一个方向的 Ricci 
曲率有正的 下界： 


Ric 声 > "7 > 0 ， 


则 


(1) Af 是紧致的,其直径 

(2) 基本群 a ( M ) 是有限的. 
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在证明该定理之前，我们先用嵌入在及 3 中的、具有诱导度量 
的、半径为 r 的球面 P 作为例子进行解释.对于任意一个度量空 
间 M ， 其直径定义为 


(8 - 1 ) 


diam M = sup { 〆 />々）；/>，<? G M }, 

其中 P 是距离函数.对于半径为 r 的球面 5 2 , Ricci 曲率是 Ric,= 
1/r 2 , 直径是 Trr . 显然* S 2 是单连通的完备黎曼 流形. 因而它的基本 
群 ;^( 々 ）= 1 ，是有限的 . 


我们用这个例子给岀一个重要的事实，它在定理 8. 1的证明 
中是有用的 ，即： 如果《>^，『>0,则存在光滑函数/: [0, a ]- J ? 

使得 /(0)=/( a ) = 0, 并且 


dt <0 


( 8 . 2 ) 


事实上，在半径为 r 的球面上考虑长度为 a 、 速率为1的测地线 

cU ) ，且 a 〉 w •设 

条测地线包含了 〆 ())的共轭点 ^( Ttr ). 因此，根据§ 6的引理4,存 
在沿 <7的矢量场 WG ) 与 e 2 正交，满足 W (0)= WU ) = 0, 并且使 
得 I(W,W) <0.若记 ，则 /(0)=/( a ) = 0 ; 由于 

IW 9 W) <0,加上尸 =1 和 h 沿* T 的平行性，则由 （6. 13) 式得到 


是沿〃平行的单位正交标架场 r . 这 


^1 


I(W f W) 


(8 - 3) 

定理 8.1 的证明 （1) 设是 M 中任意两点.根据 Hopf- 

Rinow 定理（定理 7. 2) 的系1，存在一条最短测地线连 结户和 

不妨假定它是速率为1的测地线，记为7: [0, a ]- M ,7(0)-/», 

那么 pip ， q 、= Lm = a . 我们要证明 a<7tr. 若设 a> 

，则根据上面的讨论，存在一个光滑函数/: [0，a] — Jf， 使得 

/(0) = fia) =0,并且满足 （8. 2) 式.构作沿7⑴平行的、 Gr 单 

位正交标架场 4 ，* = 1， …，; w ， 使得 e m = T. Chern 联络的几乎与度 

量相容性保证了这样的标架场的存在性(参看 (3. 46) 式后面的讨 
论）•命 Wait) =f ( t )^«, o = 1 9 ,m — 1•则 Waio) = H ^ r ( a ) = 0•根 
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q 


Ha) 


=q 


nr 


据 (6. 13) 和 （4. 39) 式，我们有 

^I(W a9 WJ 

a=\ 


df 


2 


— 尸 . Kic(e m ) 


(w — 1) 




cU 


0 


( 8 . 4 ) 


根据假设，1^(心)>1々 2 ,因此由（8.2)式得到 

df \ 2 P 


^I(W af W a ) < ( 

a= 1 

于是，必有某个 《 使得 nw a , w a )< o . 由构造方式可知，这个 w/ 4 

: r 是 GV- 正交的，且满足 ％(o)=w^u)=o. 因此，它是测 

地线7的有固定端点的变分场.由 （6. 18) 式得到 

z/'(o) = nw a , w a ) < o. 

因此， y 不是连结/>和 g 的最短测地线.这是一个矛盾，由此必有 

. <狀.既然/是任意的，所以 diam M ^ nr . 根据假设， M 是完备 

的; M 是它自身的闭子集.我们刚才已证明 M 是有界的.由 Hopf- 
Rinow 定理的断言 (3) 得知 M 是紧致的. 

(2) 设 M 是 M 的通用覆盖空间，覆盖投影是 tt : M—M, 在汾 
上的诱导 Finsler 结构是 M = ;r*F •因为投影; r 是局部等距，故汾 

也满足定理中 M 所满足的条件.根据定理的 （1)，M 是紧致的.因 
此， TT: M—Af 必定是有限覆盖.因为 M 是连通的，以不同的点 

为基点的基本群7!"1(似，/))是同构的.最后，因为 M 是单连通的，在 

和离散的有限集 ?r-U/0 之间存在 1-1 对应.因而 TT^M) 
是有限群. 


dr < 0. (8. 5) 


—1 ) 


ck 


r 


o 


与 






a 


P 


定理 8. 2(Synge) 如果 M 是紧致可定向的偶数维 Finsler 

流形，有正的旗曲率，则 M 是单连通的. 

为证明这个定理，需要下列引理. 

引理 1在一个紧致的连通 Finsler 流形 M 中,每一个环路的 

自由同伦类必含有一条最短的闭测地线. 

证明 假定〜(财)垆1.如同定理 8. 1中 （2) 的证明，引入 AT 
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的通用覆盖空间 M， 覆盖投影为心 M—M, 诱导的 Finsler 结构为 

F， 则是局部等距.因为 Af 是紧致的，根据定理 7 , 2 的系 


F — : 7t 

2,它必是完备的.这样， M 也是完备的 • 对于 />eM， 命 7 C - I ( p ) 

…};我们要在 M 中寻求一条最短测地线连结^和？"， 

，使得 




p ( h = inf piUk ) = A > 0 

*^2 

这样的一条测地线在江下映为 m 中的最短闭测地线.设{?~}是 
兀一 1 (/ >) 中的一个点列，使得 〆 ？ nD — A . 这样一个点列显然是有 


界的.按照 Hopf-Rinow 定理（定理 7. 2) 中（2)=>(3)的证明， M 的 

完备性蕴含着{九」有极限点？.根据 tt 的连续性,？ eTrk/o .因 
此有某个使得多= ?„,且〆&，表） =A. 所求的曲线欠就是 

连结 P ^ Pn 的最短测 地线; 根据 Hopf-Rinow 定理(定理 7. 2) 的系 

I 

1，由汾的完备性得知这样的测地线必是存在的. 

现在已经为证明 Synge 定理作好了准备. 

定理 8. 2的证明 假设有一个非平凡元素 ae^CW)， 即 a 不 

同伦于零.则根据上面的引理,《包含一条最短的闭测地线.假设 
它的速率是1，并记为 ,0«L, 其中 L 是它的长度.用 

尸： T P M^T P M 

表示从 < t (0)=/) 出发、围绕 <r 一 次、关于 Chern 联络的平行移动. 

由于 Chern 联络的几乎与度量相容性 ，尸 保持 Gr •长度和 G 丁-角 

度. 因而尸 是保持定向的等距映射.用^表示: T 在 T P M 中的 
Gr- 正交补 空间. 已假定 A/ 是偶数维的，则0^是奇数维的.用 Q: 
0^— ^表示 P 在0^上的限制 .Q 也是保定向的，故它作为 f 
上的正交变换，其行列式必为 1. 既然 Q 的特征多项式的系数是实 
数，复特征值必定是作为共轭复数成对出现，于是必有奇数个实特 
征值，并且它们的乘积是 正数. 因此，至少有一个实特征值为正数. 
因为 Q 是 G r - 保长的，它的所有特征值的模必为1.于是，上面所 
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认定的正特征值必定是 i . 因此，存在一个单位矢量它 
与: T 是 Gr - 正交的，并且在尸的作用下保持不变. 

将 C / i 沿最短闭测地线〃平行移动产生了 〃的一个变分场 

U 满足 Drf / 丄= 0 ,且沿 a 有 

G r (t/ ± (0,t/i(0) = 1. 

从 （6. 18) 式（即 L "(0))，（6. 13) 式（指标形式）和 （4. 38) 式（旗曲 
率)得到 


K(T,U ± )dt 

0 

根据定理的假设, M 的旗曲率以正数 c 为下界.于是 

"，⑻ <- rL <0. 

这表明 <7不可能是一条最短测地线，这与 a 的取法相矛盾.由此可 
见，在定理的证明开始时假设存在一个非平凡的必定是 
不真实的.因此 M 是单连通的. 


L ,f (0) 






素 
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① 


附录一欧氏空间中的曲线和曲面 

陈省身 


引 


这篇文章论述了整体微分几何中一些最基本的定理，它们有 
希望在将来有进一步的发展.我们将考虑最简单的情况，在这些情 
况中，几何意义是最清楚的. 


1. 切线回转定理 


设五是定向的欧氏平面,故旋转的方向有确切的意义，一条 
光滑曲线可以表示为它的定位矢量作为它的弧长 

的函数，我们假设函数 X(s) -即 *riG) 和 x 2 ( 5 ) -是两次连续 

可微的，且矢量 X ' G ) 恒不为零•后一假设保证曲线上每一点有单 
位切矢量 eA ) ，它是沿； T ⑴方向的单位矢量.并且，因£是定向 

的，将 O ⑴正旋 jt /2 就得到单位法矢量 e 2 (s). Frenet 公式给出 

X(5), qOO ， e 2 G ) 之间的 联系： 


s 


dX 




d ^ 2 


d7 = ke ^ 


= — k€i 


( 1 ) 




ds ~ 

函数 Ks ) 称为曲率 MG ) 可正可负，若改变曲线或平面的方向时， 
则改变符号. 


曲线 C 称为闭的，如果 XG ) 是周期 L 的周期函数，其中 L 是 


①原文刊登在 Studies in Global Ge 
Mathematical Association of America (1967), 

Differential Geometry (edited by S, S. Chern) ， MAA(1989) ， 99 〜 139 •本附录由田畴 


etry and Analysis (edited by S, S. Chern ) ， 

56. 也可査看新版本 Global 




16 


译出 
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曲线 C 的长度.曲线称为简 单的， 如果当时，必有 

X(5!> ^ X(s 2 ). 

曲线称为凸的，如果曲线在它的每一条切线的一旁. 

设 C 是长为 L 的定向闭曲线，其定位矢量表示为它的弧长的 
函数 x ( s ). o 是平面上固定的一点，取作为坐标系的原点， r 表示 
以 o 为中心的单位圆.我们把切映射 

r ： c —r 

定 义为： 将曲线 C 上的一点尸映到以 o 为起点的、平行于曲线在 
P 点的切向的单位矢量的终点.显然， T 是连续映射.在直观上很 
清楚，当一点绕(：一周时，它的像绕 r 可能好 几圈. 这个圈数称为 
c 的回转 指数. 切线回转定理断言，若(：是简单的，则它的旋转指 
数是士 1.现在我们给旋转指数以严格的定义. 

选定以 O 为起点的一个矢量 OX , 并用 rG ) 表示到矢量 
qG ) 的角，且假设 


0 ^ rO) < 2 丌， 

于是 Ks ) 唯一确定.然而, rOr ) 是不连 续的. 因为在使 rO 0 )-0 的 

的每一个邻域里可以有 r ( s ) 的一些值与 2 k 相差一个任意小的 

量.但是，如下列引理所示的与 rG ) 密切关联的一个连续函数 
^(5) 总是存在的. 

引理存在一个连续函数 f (5), 使 

r(5) = rO) (mod 2n). 

证明 为证明这一引理,首先考察映射 T , 它是连续的，也是 
致连续的.所以，必有数 <5>0,使得当|^- 52 |<8时, TU ) 和 

了0 2 )在同一开半平面内，由对〒⑴所要求的条件，若已知， 
则完全决定.我们用点 


^0 


—— - 


0 = 5 0 5i <C #4 * <C s 


L 




分区间 s 并使 


5| — A —1 〈孑， 


= 1 ，…， 


为规定，命 r (5 o )-= r (5 o) f m r (5) 在子区间 


上完 


s 


323 


全确定，特别在 ^ 的值确定，它又决定了 rG ) 在第二个子区间上 

的值，等等.显然，如此决定的函数满足引理的条件. 

差 ？( L ) — 〒(0)是 2 tt 的整数倍，设为7 • 2 jc . 现在证明，整数 y 

不依赖于函数〒 G ) 的 选择. 事实上，设 f G ) 是满足相同条件的函 
数，则有 


f (5) — r(^) = nCO • 2 兀， 


其中 〃(5)是整数.因为 72(5) 是连续的，它必为常数，从而得到 

f f {L) - r ; (0) = r(L) - r(0). 

这就证明了 y 不依赖于 ^(5) 的选择，我们将 y 定义为曲线 C 的回 




定理 简单闭曲线的回转指数为士 1. 

证明 为证明这个定理，我们考虑映射它把 c 的有序点对 
X (5!), X (5 2 ) 映到以 O 为起点而平行于由 XOO 

到的割线的单位矢量的终点.这些有序点对能够被表示为 
在 ( 51 ，&)平面中由所决定的一个三角形△到 r 
的映射 2 是连续的.我们也注意到，它限制在边上就是切映 


射 ： r 


对任意一点△，命 r (/>) 表示 aX ： 到 02(/0 的角，且使0< 
(/ »)<2 ir . 这个函数也未必连续.然而，我们将证明，存在连续函 

文子(/0,/>€△，$ 


r (/>) = r(/>) (mod 2 幻， 

事实上，设 m 是△的内点，我们用经过 m 的半径覆盖△.由在 

前面的引理的证明中所用的办法，我们能够确定一个函数？ (/>),/> 
€△，使 r (/>)^ r (/>) (mod 2 ff )， 且使它沿每一个过 m 的半径都 

是连续的.剩下来要证明的是它在△中是连续的.为此，设/>0是八 

的一点，因为2是连续的，由线段 m />。 的紧致性得到，必存在一个 

数 7=7( /使得，对。，以及对使距离 diq ， qa)<Jj 的任 

一点△，点 2 (7) 和芝(办)不是对径点，这后一条件等价于关 


系: 
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r((jO — r(qr 0 ) ^ 0 (mod n) 

现给定 e ,0< e < Or /2, 我们选取/>。的一个邻域 U ， 使 U 被包含在 
户。的7 邻域内，并使得，对和 as (/>) 之间的夹角小 
于这是可能的，因为映射2是连续的，最后的条件可表示为 

r(/>) — f(p 0 ) = €: , + 2k(p)n f |e^ | < £, 

其中 K /0 是整数.设办是线段 m />。 上的任意一点，作平行于 

的线段9。心且使 q 在 mp 上•沿是 g 的连续函数, 
且当 9 与 m —致时函数值为零，因仍)小于 7 ，由方程⑵得到 

(9) — T(q 0 ) | < 7T. 


( 2 ) 


(3) 


Pop 


特别，对 


po 9 


\r{p) — r (/> 0 ) | < 

将这一结果与方程 (3) 联系起来，我们得到 

kip) — 0 , 

这就证明了 ？(/>) 在△中是连续的.因 r (/ >)^ r ( p ) (mod 27 T )， 容 

易看出是可微分的. 

现在设』(0,0)，5(0，1)和 ZKLA ) 是△的顶点, C 的旋转指 
数由下列线积分所 决定： 


兀 


2^7 


dr 




因为 r ( p ) 在△内有定义，所以 


d r = 


dr + 


dr 


AB 


BD 


为计算右端的线积分的值，我们选取适当的坐标系.不妨假设 

是 C 的“最低点”，即纵坐标为极小值的点，且选 x (0) 作为 
坐标原点•于是 c 在 o 的切矢量是水平的,并把它规定为的 
方向•这样，曲线 C 就处于以轴为界的上半平面内，且线积分 


X (0) 


dr 


AB 


就等于当 p 沿 c 运行一周时 ap 旋转的角度 • 因为 ap 永不指向 
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下方，故这个角度为 《 t ， e =± l . 类似地，线积分 


dr 


BD 


就等于当尸沿 C 绕行一周时，尸 O 旋转的角度，其值也是 S 7 T •因 
此，这两个积分的和为2抓，所以曲线 C 的回转指数为±1，这就完 

成了定理的证明. 

我们还能够用一个积分公式来定义回转 指数. 事实上，利用在 
引理中的函数？ G ), 我们可把曲线的单位切矢量和单位法矢量的 
分量表示 如下： 


e A = (cos z (5) ,sin r (5)), 

(— sin f ( s ) ,cos r ⑴） 


^2 = 


这就得到 


dr (5) = d^! m e 2 = kds^ 


从这个方程，我们导出以下关于回转指数的积分公式 


kds 


(4) 


2^y 




c 


这一公式对闭曲线成立，并不要求曲线是简单的. 

图15给出一个例子，它是回转指数为零的一条闭曲线 


oO 


图15 


在微分几何中有许多有趣的定理对较一般的一类曲线，即所 
谓分段光滑的曲线也成立.这样的曲线是由有限段光滑弧 

所构成的，而通过公共顶点凡，*_ = 1，…， m _ l 的两段弧的切线可 
以是不同的.曲线称为闭的，如果 A )= 疋 .分段光滑闭曲线的一个 


^ 0^-1 9 ^ 1 -^ 2 ， 


* » _ 
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最简单的例子就是直线多边形. 

回转指数的概念和切线回转定理都能推广到分段光滑闭曲 
线.现不加证明将结果简述如下.设以/=1,…， m ) 是从点 A 0 3\ 
A, 的弧长，故 

在除 A 以外的所有点都有定义.在顶点 A 有两个单位矢量分别 

切于凡和 AA +1 ， （规定 A m+1 ^A 1 ). 它们在厂上的对应点分 
别用： T -( A ,) 和： T + (A ) 表示•设仍是从 04,) 到： T + ( A ) 的角， 
且 一 tcCaO . 简言之，％是在点忒处从弧 A - iA ,- 的切线到弧 
AA +: 的切线的 转角. 对每一段弧，都能定义一个连续函数 

，它是由 OX 到在 X ( s ) 的切矢量的角.由方程 


L 就是曲线的长.并设曲线已被定向，则切映射 


Sm 




i=i j=i 

决定的数 y 是一个整数，称为曲线的回转指数.这时关于切线回转 
定理也成立. 

定理若一分段光滑的闭曲线是简单的，则它的回转指数等 


2丌7 = 


( 5 ) 


于±1 


作为切线回转定理的一个应用，我们给出下面关于简单闭凸 

曲线的特征. 

附注一条简单闭曲线是凸的，必须且只需它可以取适当的 
定向使它的曲率 >0. 

首先指出，若曲线不是简单的，则定理不成立.事实上，图 16 
给出一条非凸的曲线，其曲率 ^>0. 


1^1 16 


证明对证明这一定理，我们构作函数，故 >^ = dr / d 5. 条 
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件是 >0 就等价于说是单调不减的 函数. 因为 C 是简单的，我 
们能够假设 (0 « L ) 由0增加到 21 C •因此，若在 XU ) 和 

X <5 2 ) 的切线有相同的指向，则 C 从叉(^)到 

X ( s 2 ) 的弧是一直线段，它们在各点的切线 一致. 

假定 〒（ s ) (0< s < L ) 是单调不减的，而 C 是非凸的，则在 C 

上有一点 A = X ( s 。） ,使得(：在 A 的切线 f 的两旁都有 C 的点.选 

定 t 的正侧，并考虑从 C 上的任一点 XG ) 到 f 的有向垂直距离.这 

是一个$的连续函数，并假定它在曲线 C 上的点 M 和 N 分别达 

到极大和极 小值. 显然， M 和 iV 都不在 f 上，但(:在 Af 和 N 的切 

线都平行于因此，这两条切线和/这三者之中必有两条有相同 

的指向；由前一段的讨论，这是不可 能的. 

其次，假设 C 是凸的.为证明 7 G ) 是单调的，我们假设 


t ( sx ) = r ( s 2 ) » < s 2 i 


则曲线在 X( Si m X ( s 2 ) 的切线有相同的指向.但是，又有一切线 
与它们平行而指向相反.由 C 的凸性，前面这两条切线必重合. 

因此，我们考虑与(:相切于两个不同的点 A 和 B 的直线现 
说明线段必为 C 的一部分.事实上，若非如此，设 D 是上 
的一点但不在 C 上，过作垂直于£的但在包含 C 的半平面内的 
直线则《与 C 相交至少两点.在这些交点之中，设 F 是距离 t 
最远的，而 G 是距离£最近的，故 F 參 G . 则 G 是三角形 ABF 的一 

个内点. C 在 G 的切线的两边都有 C 的点，这与 C 的凸性矛盾. 

由此可见，在上一段的假设下，线段是 C * 的一部分，且在 
A 和 B 的切线方向相同.这就证明了连接 XU ) 和的线段属 

于 C . 后者就蕴涵了 在 区间& <5 中保持常数.因此，函 

数？ ( s ) 是单调的.定理证毕. 

定理的前一半也可以说明 如下： 

附注一条闭曲线若且其旋转指数为1 ,则必是凸 


的. 


切线回转定理实质上是由 Riemann 发现的.以上的证明是由 
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H . Hopf 给出的 * ( 见 Compositio Mathematica ， 2(1935)，50 

62). 为进一步的阅读，可以 参看： 

1 . H * Whitney i “On regular closed 
Compositio Mathematic a ， 4(1937)，276 〜 284. 

2 . S . Smale，“Regular 
Transactions of the American Mathematical Society ， S 7 (1958)， 

492 — 51 L 

3. S . Smale，“A classification of immersions of the 
sphere ”， Transactions of the American Mathematical Society ， 

(1959)，281 — 290. 




the plane ”. 


curves m 


on a Riemannian manifold ”， 


curves 


two - 


四顶点定理 

关于平面曲线的一个有趣的定理是所谓的“四顶点定理”.定 
向平面曲线的顶点指的是使曲率有相对极值的点.因为构成曲线 
的点集是紧致的,故一条平面闭曲线至少有两个顶点，各对应于曲 
率的最小值和最大值.下面的定理断言至少有四个顶点. 

定理 一条简单的闭凸曲线至少有四个顶点. 

这个定理由 Mukhopadhyaya 在1909年首先 发现; 下面给出 
的证明是 G . Herglotz 的工作.定理的结论对非凸曲线也对，但是 
证明比较 困难. 这个定理的结论不能进一步改进，因为一个具有不 
等轴的椭圆恰有四个顶点，就是它与对称轴的交点. 

证明 假设曲线 C 仅有两个顶点 M 和我们将证明由此引 
出矛盾•直线 MiV 不会与 C 相交于其他点;倘若相交于 Q 点，则在 

M ， W ， Q 这三点的中间一点所作曲线的切线必包含另外两点在 
内. 由上一节的证明，线段必为曲线 C 的一部分，这就得到在 

M 和 JV 的曲率都是零，这与 M 和 iV 分别使曲线的曲率取最小值 
和最大值矛盾. 

d 

我们用0和知分别表示 M 和 iV 的参数，并取 MN 为 


争 


^1 
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则能假设 


X 2 ( s ) < 0, 0 <i s <C So , 


JO2 0» Sq s < Ci L ^ 

其中 L 是曲线 C 的长.设 ， x 2 G )) 是曲线 c 上对应于参数 
的点的定位矢量，妯其单位切矢量和单位法矢量分别为 

(工1 ，< Xg ) ， 

其中…”表示对 s 的微商.由 Frenet 公式 

=— kx \ , 


S 


X z 9 Jo[) 9 




e 2 


= kx [ ， 


( 6 ) 


工 1 


x 


这就得到 


L 


L 


kxLds = 


= 0 


—尤 1 


左端的积分可以写成下列和式 


L 


L 


s 0 


kx 2 ds ~ 


kx 2 ds + kx 2 ds 


S 0 


对上式右端和式中的每一部分应用第二中值定理.第二中值 

定理 说：设 / Cr )， 发 ( x )( a < x <6) 是 x 的两个函数，且 / U ) 和 
发( X )连续， g ( jr ) 单调，则必存在满足方程 

/(x)dx 


b 


$ 


b 


g ( a)j f ( x)dx 4 - ^( A)J 

因为々⑴在区间 0< s 和区间 s Q < s 中都是单调的，于是 


f ( x > ) g ( x)dx — 


得到 


kx 2 ds = ^( 0 ) [ Jo f 2 ds + k(s 0 )[ 

Jo Jo J 

= 工 2 (芒 1 )( 是 (0) —是(5 0 )) ， 0 <i <i s 0f 

4 

kx z ds = k(s 0 ) f 2 x 2 ds + k(L)[ x 2 d 

Js o J J 0 Jt 2 

— 工2(參2)(是（5。）一是 （0)) ， Sq < d 〈 L . 

由于上两式左端的和为零,所以， 

— x 2 (6 2 )) (^(0) —是（5 0 )) = 0， 


5 0 , 


ds 


x 


s 
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但是， 


工 2($) _ 工2(多2> < 0，是 （0) — k ( s 0 ) > 0, 


这就得到矛盾. 

这就说明在 C 上至少还有一个顶点•又因为取相对极值的点 

是成对出现的，所以至少有四个顶点，于是证明了定理. 

在顶点的 V = o . 因此，我们也可以说，在一条简单的闭凸曲 
线上至少有四个点使得 V = 0 . 

四顶点定理对简单的闭的非凸平面曲线也是 对的； 可以 参看: 


1* S. B. Jackson f “Vertices for plane 
Amercian Mathematical Socity ， 50(1944) ， 564~578, 

2. L* Vietoris 9 w Ein einfacher Beweis des Vierscheitelsatzes 
der ebenen Kurven ”， Archtv der Mathematik ， 3(1952) ， 304 〜 

306. 


， Bulletin of 


curves 


为了进一步的研究，可以看 


1. P. Scherk t “ 丁 he four-vertex theorem Proceedings of 

the First Canadian Mathematical Congress j Montreal (1945 )， 97 
— 102 * 


3 - 平面曲线的等周不等式 


定理具有定长的所有闭的简单平面曲线中，圆所围的面积 

最大. 换言之，若 L 是简单闭曲线(：的长度 ，乂 是曲线所围的面 
积，则 


L 2 — 4?cA ^ 0 ， 


(7) 


且等号成立时，必须 C 为圆周. 

对这个定理已有许多证明，其区别在于优美的程度以及所假 
设的条件(连续性和凸性).下面将给出两个证明，它们分别为 E . 

Schmidt (1939)和 A . Hurwitz (1902) 的工作 • 

Schmidt 的证明 将 C 围在与 C 分别相切于 尸和 Q 的两条 
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p 


平行直线 g 和发'之间（图 17) •设 5 = 0,5o 分别为点尸和 Q 的参 

数，并作一与 g 和^分别切于戶和 Q 的圆设其半径为 r， 并取 

它的中心为坐标系的原点.命叉(5)=(工山），1 山 )) 为 C 的定位矢 


故 


m 


(jr r (0) ， x 2 (0)) = (xi(L) ,x z (L)). 

芒的定位矢量可以取作 (石 G), 石 (5)), 使得 


Xi (5> = 


r 2 — x\(s) f 0 ^ s ^ 


( 8 ) 


^0 ， 




工 2(5) = 


+ V r 2 — x\{s) f s 0 ^ s ^ L 

一 条长为 L 的闭曲线所围的面积可以表示为线 积分: 


A= x x x 2 ds 

Jo 


rL f 

I X 2 X x d5 

Jo 






(xix 2 — x 2 x\ )ds 


0 


将这一公式分别应用到 C 和 C， 得到 


x x x f 2 ds 

Jo 


A — 


332 




I 


x 2 Jo[ds 9 

Jo 


X Z x^d5 = — 


A = nr 






^ 表示曲线 c 所围的面积，将上面两式相加得到 


{xix 2 — x 2 x[ )ds 


A -j- icr 2 = 


{xix 2 — x 2 x\ ) 2 ds 




x\ + x^ds = Lr 


(9) 


因为两个正数的几何平均小于或等于它们的算术平均，所以 


Va 


^ — (A -h 丌厂 2 ) < —Lr 


〜 f nr 


两边平方并约掉 r 就得到不等式 (7). 

I 

现在假设方程( 7 )中等号 成立; 则 Z 和 Ter 2 的几何平均与算术 
平均相等，所以 A = xr z ,L = 2nr, 因为直线贫和 〆 的方向是任意 

的，这就说明 C 在所有的方向有相同的 宽度. 此外，在方程 （9) 中 

等号必须处处成立.特别， 


i^\X 2 — x 2 x[) z = {x\ + X 2 2 )(x[ z + X 2 2 ) ， 


于是， 


一_2 


+ 


工1 ―工2 , 

. I ■ ■ _ I 

/ — 士 


= 士疒 


x 2 


由方程 (9) 的第一个等式可以看出其比值为 r , 即 


= rx 2 ， 


jo 2 = — rx 


当交换々和心时，上述关系仍然成立，故有 


oc z — rx 


因此，我们得到 


x \-\- x\ = r 2 ^ 
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W 1 ?: 


这就证明了 C 是一圆 • 

Hurwitz 的证明利用了 Fourier 级数的理论，我们将先证明 


Wirtinger 的引理 


设 / Q ) 是周期为加的连续的周期函数，且具有连续 


的导数 / U ). 若 


2 * 


/0) d , = 0, 


0 


则 


V(o 2 d« > r/uydt 


( 10 ) 


o 


0 


此外，等号成立必须且只需 


/0) = a cos t 七 b sin t 


( 11 ) 


证明为证明这一引理,我们将/⑴展开成 Fourier 级数 


^0 


+ S (a » 

»=i 

因为/⑴是连续的，它的 Fourier 级数可以由上式逐项微分得 


fit) 


cos nt + b n sin nt) 


^ — 


到: 




cos nt —— na n sm nt). 


因为 


2 賈 


f(Odt = 




o ， 


o 


由假设的条件得到 a <) = Q .由 Parsevel 公式，我们得到 

广[/⑴] 2 山= 2(4 + 0， 

Jo n=l 

广 [尸⑴ ] 2 山= 2« 2 (^+^). 

Jo 


因此 


r if ( o] 2 山一 f 


2 * 


Lfcojdt 
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= 2 (” 2 _ lX-af + b 2 n ) 

n = \ 

这是大于或等于零的.它等于零，必须 

立.所以， 


b n = 0 对全体 n > l 成 


a 




fiO=ai cos sint . 


这就证明了引理. 

I 

Hurwitz 的证明要证明不等式 （7)， 为简单起见，我们假设 

X = 2兀，且 


2»r 


x Y ( s)ds = 0 


0 


后一假设意味着曲线的重心在 A 轴上，这总可以通过选取适当的 
坐标系 得到. 曲线的长度和曲线所围的面积可以分别表示为积分 




r2n 

x l x 2 ds 

Jo 


(^ 2 + x 2 2 ^ds 和 A = 


2 k = 


o 


从这两个方程得到 


2n 




(工; 2 _ xl)ds + ( x 1 — x 2 ) 2 ds 

Jo 

由引理，第一个积分是>0的，第二个积分显然是>0的.因此 


20 — A) 




0 




这就是等周不等式，等号成立必须 


jo 1 = a cos 5 + 6 sin 5 ， 


x 


= 


于是得到 


== a cos s -\- b sin 5 , 

— b cos s + 


工 2 = 


=a sin s 




即 c 为一圆周. 

为进一步阅读，可以看 


1 . E * Schmidt , “Beweis der isoperimetrischen Eigenschaft 
der Kugel im hyperbolischen und spharischen 

Dimensionenzahl ”, Math . Zeit . ， 49(1943)，1 


Raum jeder 


109 . 
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空间曲线的全曲率 


■ 


一条长为 L 的空间闭曲线的全曲率定义为积分 


是⑴ | ds ， 


( 12 ) 


fX ~ 


其中 々 G ) 是曲线的曲率.对空间曲线,我们仅定义了 U (5)|. 

假设 C 是定向的.以空间的原点 o 为起点作平行于(：的切矢 
量的单位矢量.它们的端点描出单位球面上的一条闭曲线 r ， 称为 
c 的切线像， c 上曲率为零的点的像是 r 上的奇点(即在这一点没 
有切线或有高阶密接的切线).显然, c 的全曲率等于 r 的长. 

Fenchel 的定理是与全曲率有关的. 

定理空间闭曲线(：的全曲率>加.等于 2 it 必须且只需 C 
是一条平面凸曲线. 

关于这一定理的下列证明是由 B . Segre ( Bolletino della 

■ 

U nione Mathematic a Italiana f 13 (1934 ) , 279 〜 283 ) 及由 H * 
Rutishauser 和 H . Samelson ( Comptes Rendus Hebdomadaires 
des Seances de VAcadbmie des Sciences 9 227(1948)，755 〜 757) 独 

立发现的.也可以看： W . Fenchel ， Bulletin of the American 
Mathematical Society, 57(1951), 44-54- 其证明依赖于下面的 

引理： 


引理设 r 是单位球面上的可求长的闭曲线，其长 L <27 t . 
则在球面上存在一点 m 使得厂上的所有的点 X 与 m 的球面距离 

L /4 .若 r 的长为 2 ir , 但不是两段大半圆弧的联，则存在一 

点 m ， 使0 /2对厂上所有的 j ： 成立. 

_我们用记号3表示球面上的两点 a 和6之间的球面距离. 
若 3< tt ， 则由条件 


1 -r 


= b 


ab 


m \ 


UAl 


决定的点 m 就是它们的中点.设 x 是满足条件& < tc /2 的一个 
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点，则 


2 mx < ax 七 bx 


事实上，设 or ' 是 x 的关于 m 的对称点，则 


x f a = xb ， 
x’ x = + mx 


利用三角形不等式就得到 


x f x ^ x 1 a + ax = ax bx 9 


(13) 


这就证明了上述不等式. 


现在来证明引理为证明引理的第一部分，我们取 r 上的两 
点 a 和6,它们把曲线分成相等的两 段弧. 于是 G <1 C ， 且用 m 表 
示它们的中点.设 _ r 是 r 上一点，使2 
的，例如点 <2. 于是， 


O . 这样的点是存在 


ax ^ ax f ojo ^ bx ， 


其中 G 和 G 分别表示沿 r 的弧长.由方程 (13) 则得到 


2 mx ^ ax + bx = ab = 


因此，作为 r 上的函数 


/(X) 


e r ， 

它或者 X 2 ，或者< L /4 < jt /2. 因为 JT 是连通的，而 /( x ) 是 

r 上的连续函数，故函数/( X )的像在区间 (0,7 t ) 内是连通的.所 
以，必有 




工， 


X 


L 


/Or) = mx 《 

其次考虑 r 的长是加的情况.若尸包含一对对径点,则其长 
为 2 ic 必须它是两个大半圆弧的联•故 r 必定不包含一对对径点. 
假设有一对点“和心它们平分 r , 且使 

ax bx <in 

对全体工 e 尸成立，又设 m 表示3的中点.如果 

fix) = mx ^ 士 7T ， 


4 


2 
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则由方程 （13)， 


2 mx ^ ax + < 兀 


这就意味着 /Cr) 不能取值 w /2. 因为它的像是连通的，以及 / G ) 

+ 

< Or /2, 因而， 


/Or) < 兀 /2 ， xe r . 

于是就在这一情况下证明了引理. 

剩下来要考虑的情况是，厂不包含任何一对对径点，但对平分 

r 的任一对点^和 仏均 有一点 xe 厂，使 


+ 6工=丌 


成立.读者利用初等几何的结果就可以证明这是不可能的.于是， 
引理证毕. 

定理的证明为证明 Fenchel 的定理，我们取定一个矢量乂， 


且命 


g(s) — A • X(s ) , 

式中右端表示矢量 Z 和 XG ) 的数量积.函数发0)在(：上是连续 
的，故必有极大值和极小值.因为 〆 ( s ) 存在，所以，若在&取极值 
则必有 


(s 0 ) — A • X f (5 0 ) = 0. 

这就是说,作为在球面上的一点 A ， 曲线的切线像上至少有两点与 
它的距离为 tt /2. 因为 A 是任意的，故切线像与任意的大圆都相 

交，由引理,它的长 > 2 ir . 

下面假设曲线的切线像的长为 2 k . 由引理，它必为两个大半 
圆弧的联.于是，曲线 C 就是两段平面弧的联.因为 C 的切线处处 
存在，它必为一平面曲线.假设给 C 以定向使得它的回转指数 


1 


k{s)ds ^ Ot 


2芄 


则有 


0 ^ { I 是 I — k)ds = 2^ — I kds ， 
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故其旋转指数必为0或 1. 对在平面内给定的矢量，必有与它平行 
的 C 的切矢量 f ，使 C ■在 f 的左侧，则/与这个矢量同向，且在它与 
曲线相切的点有这就意味着 


^ 2k 


因为 J 


是 |ds = 27 T ， 故没有使^<0的点，且 


又 


kds = 


由第一节的附注， C 是凸的. 

作为推论我们有下列定理. 

推论 若空间闭曲线 C 的|的）|<1/及，则 C 的长 

L ^ 2nR m 


这是因为 


L 


ds /? | ^ | d5 = R\ \k |d 5 ^ 2nR 




Fenehel 定理对分段光滑的闭曲线也成立.这类曲线的全曲 


率定义为 


J *。 | 左 i<b + y^<2 t 

其中屯是在顶点 的角. 换句话说，在这种情况，其切线像是由几段 
弧组成的，每一段弧对应于 C 的一段光 滑弧; 将相邻的顶点用单 
位球面上的最短的大圆弧连接起来，如此得到的曲线的长就是 C 
的全曲率.能够证明，对逐段光滑的曲线也成立. 

我们希望给出 Fenehel 定理的另一个证明以及与之相关的关 

于纽结的全曲率的 Fary - Milnor 定理，请参看 Fary ( Bulletin de la 

Soctete Mathematique de France^ 77(1949)，128 〜 138) 和 J * 
Milnor {Annals of Mathematics , 52 (1950), 248 〜 257) 的文章 • 

其证明的基础是关于在单位球面上与一段弧相交的大圆的测度的 
Crofton 定理.每一个定向大圆决定唯一的“极”，即这个圆所在平 


(14) 
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面的单位法矢量的 端点. 在单位球面上的大圆的集合的测度指的 
就是它们的极所构成的区域的 面积. Crofton 定理说明 如下： 

定理设 r 是单位球面及上的一段光滑弧，则与 r 相交的 
定向大圆的测度(每个定向大圆计算的次数等于它与 r 的交点的 
个数)等于 r 的长度的4 倍. 

证明设厂表示为单位矢量作为它的弧长 S 的函数0(5)，局 
部地（即在 S 的某个邻域），设 e 2 ⑴和^⑴是光滑地依赖于5的单 
位矢量，其数量积 


€i • 6j = d ijy 1 < j < 3， 


(15) 


且 


det(e! ,^^3) =+ It 


(16) 


则有 


de x 


— “2^2+ ^3^3 f 


d5 


de 2 


(17) 


=— a 2 e x + a〆” 


ds 




= _ ^3^1 _ ^1^2 


ds 


在上列方程组中系数矩阵的反对称性可以由方程 （15) 的微分得 
到.因为 s 是 r 的弧长，则有 


+ 


(18) 


故可命 


a 2 = cos r (5) 


a 3 = sin r ⑴ 


(19) 


若一个定向大圆与 r 相交于点它的极就是 


Y = cos Oezis ) + sin d ， 


反之亦然.于是， G ， 幻可以作为这些极构成的区域内的局部 坐标; 
我们希望找出这个区域的面积元素的一个表示式. 

为此，我们计算 


dY = ( — sin de z cos $ e 2 )(dd + a x ds ) 


340 


— e x ( a 2 cos 6 sin 6)ds 


因为 一 s ir ^ e 2 + cos 和 q 是垂直于 y 的两个单位矢量，所以 ， y 

的面积元素是 


\dA | ~ \a 2 cos 0 a 3 sin 夕 |d 汐 cb 

cos(r — |d 夕 ds , 

其中在左边的绝对值说明计算的面积指的是测度而不是有向的. 

设 y x 是以 y 为极的定向大圆是 yi 和 r 的交点的个 
数，则在定理中所说的 a 就是 


( 20 ) 




(7- L )dyi = ds 


cos(r — 6) \ddj 


M = 


其中； l 是厂的长•当 没由 0 到 2 tt 时，对固定的 s ，| cos ( r — 叫的变 
差是 4. 我们得到 


// = 4义， 


这就证明了 Crofton 定理. 

应用这一定理到每一段子弧并相加，我们看到，当 r 是单位 
球面上的分段光滑的曲线时定理的结论也成立.事实上，这个定理 
对球面上的任何可求长曲线都成立，但是其证明很长. 

对空间闭曲线，若其切线像满足 Crofton 定理的条件，则 

Fenchel 定理是一个很容易得到的结果.事实上， Fenchel 定理的 

证明告诉我们 ，一 条空间闭曲线的切线像与每个大圆相交至少两 
点，即.这就得到它的长是 


(y 丄） jcL4| >2 兀 


因为单位球面的全面积是 4 tt . 

Crofton 定理还能导出下面的 Fary 和 Milnor 的定理，它给出 

关于纽结的全曲率 的一个 必要条件. 

定理一个纽结的全曲率 > 47 T . 

因为“高度函数” Y • XOO 的极大值或极小值的个数 
必为偶数.假设空间闭曲线 c 的全曲率 <4 tt , 则存在 yez 。， 使得 
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ndY ^) =2. 现不妨假设 1" 就是点 （0,0，1)， 这总可以经过一个旋 
转达到.则函数々0)仅有一个极大值和一个极 小值. 相应的这两 
个点把 C 分成两部分，在其中的一部分 A 是增加的，而在另一部 
分工 3 是减少的.在这两个端点的水平面之间的每一个水平面与 c 
都相交于两点.假使把它们用线段连接起来，所有这些线段将构成 
同胚于一个圆盘的曲面，这就证明了 C 不是“纽结”. 

为进一步阅读，可 以看： 


1. S. S. Chern and R. K* Lashof，“On tne total curvature 

of immersed manifolds” ， I ， American Journal of Mathematics ， 

79(1957)，302 〜 318 ，以及 I ， Michigan Mathematical Journal $ 

5(1958) ， 5 〜 12. 

2. N. H. Kuiper，^Convex immersions of closed surfaces 

jE 3 ”， Comm. Math. Help ^ 35(1961) ， 85 〜 92. 

关于积分几何，可看本书 ® 中的 Santalo 的文章. 


in 


空间曲线的变形 




大家都知道，在两条曲线之间若存在一个 一一 对应，使对应点 
有相等的弧长、曲率(假设关 0) 和挠率，则它们仅差一个空间的运 
动- 自然地，我们将考虑在对应点仅有相等的弧长和曲率的对应. 

我们将这种对应叫做空间曲线的变形.在这方面最重要的结果是 

■ 

A . Schur 的定理，它说明这样的几何 事实： 假使一段弧被“伸张 

开来”，则它的端点之间的距离将变长.以下所说的曲率均指绝对 
值.现将 Schur 定理叙述如下. 

定理设 C •是曲率为的平面弧，它和它的弦—起构 
成一条凸曲线•设曲线 C •与 C 有相同的参数和弧长，且其曲率 


① “ 本书 ” 是指 :•« Global Ge 


ry and 见 322 页脚注.积分几 

何方面的书还可以看 L. A* Santalo ， Integral Geometry and Geometric Probability 9 
London Addison Wisley ， 1976, 
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F G ) 若 f 和 d 分别表示连结 dc 的端点的弦长，则 

而且等号成立，必须且只需 C 和 （ T 是全等的. 

证明设厂和 r * 分别为 c 和 c * 的切线像，尸 i 和尸 2 是 r 上 

的两点, iV 和厂是它们在 广上的 对应点.用€? 2 和/7^/表示 
它们的弧长，而用冗 S 和表示它们的球面距离.则有 

PJP ~2< f ^ Pz ， P ； P ； < pTp ；. 


关于曲率的不等式意味着 


p : p ; < p,p 


( 21 ) 


因为 c 是凸的， r 在 一 个大圆上，若假定 P ^ P 2 《 w ， 则有 

尸 1尸2 = 2* 

现在假设 Q 是 C 上的一点，且过这一点的切线平行于这段弧的 
弦•用 P 。 表示这一点在 r 上的像.于是，对 r 上的任一点 P , PJ > 

皆能满足. 若用^ 表示 p 。 在厂上的对应点，则有 

PjP 7 ^f^ = P^P 


( 22 ) 


由此得到 


cos F 0 # P * ^ cos P 0 P ， 


(23) 


这是因为余弦函数在0与 7 T 之间是单调递减的函数. 

因为 C 是凸的 d 是 C 在它的弦上的 投影： 


d = 


cos P Q P ds 


(24) 


另一方面，我们有 


> cos P ； P ^ ds , 


(25) 


因为上式右边的积分等于 C * 的投影，也就是连接端点的弦在 Q 

的对应点 CT 的切线上的投影.于是，由 （23) ， （24) 和 (25) 就得到 

d* 

假设 d = d ， ，则 (22) ，（2幻和 （25) 皆为等式，且连接 C * 的端点 
和的弦必平行于在的 切线. 特别， 
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P ； P ' =尸 0 尸, 


这就说明^^公”和是平面弧.另一方面，利用 (21) 就得到 

<F> = ^P, 


P ； P' <P；P 


或 


尸 0 •尸 

因此，弧和与 AQ 和在对应点有相同的曲率，所 
以它们是全等的. 

剩下来要证明的是弧 wcr 和在同一平面上.假若不 
然，则曲线在 cr 的切线必为它们所在平面的交线.因这条直线是 
平行于弦， y 的，唯一的可能是它包含，和然而，由此可 
知 c 在 q 的切线也必包含其端点 a 和凡这就得出矛盾.因此， 

是平面弧且与 c 全等. 

Schur 定理有许多应用.例如，它给出下列极小问题的一个 

解; 决定曲率 kUXl / R 的最短闭曲线，其中及为一常数，其答案 
为一圆周. 


附注 曲率 AGXlARO? 为常数)的最短闭曲线是一半径为 


A 的圆周 


由 Fenchel 定理的推论,这样一条曲线的长为 2 kR . 将它与一 
半径为及的圆周比较，由 Schur 定理 W =d = 0) 就可以推断它必 
为圆周. 


作为 Schur 定理的第二个应用，我们将导出 Schwarz 定理.它 

是与连接给定的两点、以给定的常数为曲率的上界的弧的长度有 

关的.现叙述 Schwarz 定理 如下： 

定理 设 C 是连接给定点 A 和5的弧，其曲率 

且其中3 •设 S 为通过 A 和召的、半径为沢的圆 

周•则 C 的长度必上的劣弧 AB ， 或上的优弧 

证明 注意，定理中假设 R >\ d 对圆周 *S 的存在是必要的. 

为证明这一定理，我们不妨假设 C 的长否则就不需要证 
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明了.于是，我们将 C 与在 S 上具有相同长度的弧作比较，并设此 
弧的弦长为因此, Schur 定理的条件满足，这就得到 d f <4 ，d 
是 A 和召之间的距离.所以，上的对应于弦的优弧的 

长，或<对应于弦的劣弧的长. 

特别，我们考虑连接 A 和5而曲率为 1 AR (穴 > d /2) 的弧.这 
样的弧的长度没有上界，例如圆螺旋线.它们以 d 为下界，但可以 
尽可能地接近 A 所以这是一个没有解的极小问题的例子. 

最后，我们附带说明 Schur 定理能推广到分段光滑的曲线，现 
不加证明把这个推广说明如下. 

附注 设(：和是具有相同长度的两条分段光滑的曲线， 
且 C 与它的弦构成一条简单的平面凸曲线.取以一个端点为起点 
的弧长作为参数，设々(.0是 C 在正常点的曲率， a ⑴是在顶点的切 
向之间的角；在 C * 上相应的量用相同的符号加上星号表示. d 和 

分别表示 C 和 C ' 的端点之间的距离.于是，若 


和 


0) ^ a (j ) , 


则有 




并且等号成立必须且只需 


k * ( 5 ) = k(s} 


和 


a * ( s ) = a (5). 

最后的条件并不意味着 C 和 C * 是全等的.事实上，在空间中 
存在不全等的多边形，而且有相等的边和角. 


Gauss-Bonnet 公式 


我们考虑曲面 Af 上的内蕴 Riemann 几何.为简化计算且不 
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失一般性，假设在曲面上取等温参数“和 W 

v > ( d “ 2 + dt ; 2 ) 


2A(« 


ds z = 


( 26 ) 


则面积元素为 


dA = e 2 X dudv , 


( 27 ) 


区域 D 的面积为积分 


J 


e^dudvj 


A 


( 28 ) 




曲面的 Gauss 曲率是 


X=_ e - 2 A (iL + ；u 

大家已经知道由 Riemann 度量定义的 Levi - Civita 平行性.为 

解析地表示出来，我们记 


( 29 ) 


( 30 ) 


和 


^gijdu'd^ 

在上式及以下的讨论中，小写拉丁字母在1到2的范围内变化，并 
且求和符号表示对所有的重复指标求和.由通过方程 

2 


d 5 2 


( 31 ) 




( 32 ) 


引进#，以及由 


厂 ijk = 


2 \ Bu k Bu 1 


3 u j ) ’ 


( 33 ) 


厂;* = 

得到 Christoffel 符号.对一个以 f 为分量的矢量，其 Levi-Civita 

平行性决定于它的“协变微分”为零，即 


ihk 


Df = df + 2 = 0 

所有这些方程都是在经典 Riemann 几何中熟知的，它们由初 
步的张量分析就可以得到.以下是新的 概念. 假设曲面是定向的. 
考虑 M 的全体单位切矢量所构成的空间 B . 这个空间 B 是三维 
的，因为具有相同起点的全体单位矢量构成一维 空间. （空间 叫 


( 34 ) 
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做一个纤维空间，也就是说在一个邻域中，每一点上所有的单位切 
矢量构成的空间，在拓扑上是一个乘积空间. ） 对一个单位切矢量 

e= (户，芒 2 ), 


命 


V = (V 1 ， v 2 ) 

是垂直于 f 的一个单位切矢量，且$和7构成一个正的定向.显 
然,？是由 e 准一决定的.现引进线性微分形式 

2知卿， 


(35) 


= 




则炉在 B 上定义，通常称它为联络形式. 

因为$是单位矢量，我们能将它的分量写成如下的形式 


一义 


= 


cos 6 j f 2 


sin d . 


(36) 


e 


e 




于是 


e 一义 sin 没， 7 2 — e k cos 6 


V 1 


(37) 






经过计算得到 


^11 = ^12 = — ^22 — 又 

厂 L = —厂? 1 = 又 


(38) 


r 


12 


由此得到重要的关系式 


<p ~ dd — A v du - f - X u dv 9 


(39) 


求外微分得到 


d<p = — 


(40) 


方程 (40) 或许是二维局部 Ri 


几何中最重要的公式. 

联络形式 P 是 B 上的一个微分形式.如果在 M 的一个子集上 
定义一个单位切矢量场，则可 利用？ 得到此子集上的一个微分形 

式•例如，设 C 是 M 上一条光滑曲线,其弧长为 MG ) 是沿 C 定义 
的一个光滑单位切矢量场，则 


emann 


<p = ^ rd 5 ， 


称为$沿 c 的变差.如果 a =0, 矢量场$叫做沿 C 平行的.若 安 
与 C 处处相切，则 < T 称为 c 的测地 曲率. 如果沿 C 的单位切矢量 


a 
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是平行的，即其测地曲率为零，则 c 是 Af 上的一条测地线. 

考虑 M 的一个区域 DAD 上定义了一个单位切矢量场，它 

有一个孤立奇点/"。，尸。是 D 的一个内点•设 r e 是以尸 Q 为中心，半 
径为 e 的测地圆.则由方程(39)，极限 


11 


(41) 


9 


till 


2丌 


是一个整数，称为矢量场在尸 。的 指数. 

图18给出一些具有孤立奇点的矢量场的例子.它们分 别是: 
( a ) 源点或极大， （ b ) 渊点或极小 ，（ c ) 中心点 ，（ d ) 简单鞍点， （ e ) 
猴鞍点， ( f ) 双极点.它们的指数分别是1，1，1，一1， _ 2和 2. 


(b) 


(d) 


( e ) 


(f) 




18 


所谓 Gauss - Bonnet 公式就是下面的定理 - 
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定理 设是 M 的一个紧致的定向区域，其边界是分段光 
滑的曲线 C 则 


k g ds -h 尺 cL 4 + 2 (兀一= 2哎， 


(42) 


C 


D 


其中 匕是 C 的测地曲率是在顶点的外角4是 Z ) 的 Euler 
示性数. 


证明首先考虑 D 属于一个坐标域的情形，且其边界 
c 为 一 n 边的简单多边形，设其边为 C ,, 顶角为假设 

乃是正定向的.对弧 C , 的每一点都有 C , 的一个单位切矢量.这 
样，在每一个顶点就有两个切矢量，其夹角为 
理（见 1. 小节），在绕 C 一周时0的全变差为 

2 ( 丌 _ a ，） ， 


由切线回转定 


7T—a r 


2n — 


这就得到 


(7T — tf,.) + J 

定理,上式右端的积分等于 一 J [ 


k g ds = 2丌一 


—— X v du + A u dv 


c 


C 


由 Stokes 


KdA . 于是，公式 (42) 在 


D 


这一特殊情况下得到证明. 

对一般情况，设 D 被重分为一些多边形1^01= 1，…，/)的联, 
使得： （1) 每一个属于一个坐标域 〆 2) 两个£^或没有公共点， 
或有一个公共的顶点，或有一个公共的边 此外 ，设 认有由 £) 诱导 
的定向，所以每一条内边在不同的多边形中有相反的方向.设 
分别为£>的在这个重分中的内顶点和内边的数目，即不在 C 上 
的顶点数和边数.则公式 U 2) 能应用于每一个将所有的这些 
关系式相加，因为沿每一条内边的测地曲率的积分抵消，则得到 


和 


V 


e 


^ k g ds + JT KdA 


D 


= 2 兀/ — 2 ( 丌一 ① ,） 一 2 (兀 


— ， 
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其中 屯 是在定向区域的顶点的角，而在等式右边的第一个和式 
是在这个重分的全体内顶点上展开的.因为每一条内边恰是两个 

的边，以及关于一个顶点的内角和是 2 k ， 于是，这个内角和等 

于 _2 to +2 kt ；* 整数 


D, 


(43) 


+ f 


= v 

称为 D 的 Euler 示性数，代入上式就得到 (42). 由之还得出整数 X 

不依赖 D 的重分. 

特别，若 C 没有顶点，则有 


(44) 


k g ds + KdA — 2 ^X 


此外，若 D 就是曲面 A /， 则得到 


KdA =2丌％ 

丄 

D 

由此可知，若尺= 0,则 M 的示性数为零，且 M 同胚于环面 • 

若 K >0, 则 Z >0, 且 M 同胚于球面 • 

在曲面上的矢量场的研究中, Euler 示性数有着重要的 地位. 
附注在定向闭曲面 M 上，具有有限个奇点的矢量场的指数 
和等于 M 的示性数 AAO . 

证明设幻是这个矢量场的奇点.^⑷ 是以九 为 
中心、 e 为半径的测地圆 r ,( e ) 所围的圆盘.在区域 M — 

u 土⑷上积分 K(L4 ，并利用方程 (40) 就得到 


(45) 


KdA 


9f 




r ； (e> 


i 

其中 n ( e ) 是定向的，使它是皋 ( e ) 的边界•命 e ^ O 就得到定理 • 

• • 

■ 

我们给出 Gauss-Bonnet 公式的两个进一步的应用 • 第一个是 

Jacobi 定理.设 xG ) 是空间闭曲线的定位矢量， s 是它的弧长. 
T ( s ), NOO 和500分别是单位切矢量、单位主法矢量和单位次法 
矢量.特别，以为定位矢量得到的在单位球面上的曲线就是 
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主法 线像. 它的切线处处存在，如果在每一点的 

k 2 +zv 2 ^ 0 9 

其中々(关 0 )和 w 分别为曲线: rG ) 的曲率和挠率.下面就是 Jacobi 

定理 • 


( 46 ) 


定理 若一条空间闭曲线的主法线像的切线处处存在，则它 
将单位球面分为面积相等的两部分. 

证明 为证明这个定理，我们由下列方程决定^ 


k — ^s/k 2 TX) 2 


(47) 


cos r, 


sin 


则有 


d(— T cos r + Bsin r) 

(Tsin r + Bcos r)dr — k 2 + oj 2 Nds 




因此，若0是 WOO 的弧长， g 是 iVOO 在单位球面上的测地曲 

率•设£>是以 iVG ) 为边界的区域之一.因为尺 = i , 由 Gauss - 
Bonnet 公式得到 


dr + dA = 2 兀， 


N(s) 


这就得到 A=2n. 定理证毕. 

第二个应用是关于凸曲面的 Hadamard 定理. 

定理 若在欧氏空间中的一个定向闭曲面的 Gauss 曲率恒 
为正数，则它必为凸曲面(即它在其每一个切平面的一边). 

在 1. 小节中我们曾对曲线讨论过类似的定理.对曲面，不必 
假设它是不自交的. 

证明 由 Gauss - Bonnet 定理得到曲面 AT 的 Euler 示性数是 
正数，所以 


X(M) = 2 , 


且 


尺 = 4 艽 
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假设 M 是定 向的. 我们考虑 Gauss 映射 

M^X 0 

(其中2。是以 O 为中心的单位球面），它把 A / 的每一点/>，对应于 
以 O 为起点的平行于 M 在 P 点的单位法矢量的 终点. 条件 K >0 

保证了 g 在每一点都有非零的函数行列式，因而在局部上是一对 
一的.由此得到是為的开子集.因为 M 是紧致的 ， g ( AO 是 
2。的紧致子集.因此 gO /) 也是闭的.所以^是在上的映射. 

假设 g 不是一对一的，即存在 M 上的不同的两点/>和 g ， 使 
g ( p 、= g ( q 、， 则有 g 的一个邻域，使得 — =2。.因为 

h 

KcL 4 是尽 ( M — t /) 的面积，故 


( 48 ) 


g 


J KdA ^ 4k 

KdA > 0, 


M~U 


但是 


所以 


KdA = KdA + KdA>4n, 


这就得到矛盾 • Hadamard 定理证毕. 

Hadamard 定理在 K ^ O 这一较弱条件下也成立，但是其证明 
比较困难;可以看在 4. 小节中提到的 Chern - Lashof 的文章. 

为进一步阅读，可 以看： 


1* S , S * Chern，“On the Curvatura integra in a Riemannian 
manifold ”， Annals of Mathematics 9 

2. H . Flander , “Development of an extended exterior dif ¬ 
ferential calculus ”， Transactions of the American Mathematical 

Society, 75(1953)，311 〜 326. 


(1945), 674 〜 684 


7 - Cohn-Vossen 和 Minkowski 的唯 一 性定理 

Cohn - Vossen 的刚硬性定理可以叙述如下. 
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定理 在两个闭凸曲面之间的一个等距对应必为一运动，或 
一 运动加反射. 

换句话说,这样的一个等距是平凡的.显然，这个定理在局部 

是不成立的.以下的证明是 G . Herglotz 的工作. 

证明我们首先将讨论关于欧氏空间中的曲面理论的一些概 
念.设曲面 *5 表示为它的定位矢量 X 作为参数 M 和^的函数.并 
假设有直到二阶的连续的偏导数，且 和；^ 在每一点都是线性 
无关的，彡是单位法矢量，使 S 成为定向的.命 

I = dX • dX = Edu 2 + 2Fdudv + Gdv 2 f 
I = — dX ** = Ldu 2 + 2Mdudv + Ndv 2 , 

分别称为曲面的第一和第二基本形式 ，/ /和 K 分别表示平均曲率 

和 Gauss 曲率. 

只需证明在等距对应下它们的第二基本形式是相等的.设取 
局部坐标使在对应点有相同的局部坐标.于是，对这两个曲面 ，五， 
^和 G 都是相等的，且有相同的 Christoffel 记号.设第二个曲面 
为，相应的量用相同的记号加上星号表示.现引进 


(49) 


L 


M 


N 


(50) 


户=万， 

其中 D=VE~G-F\m Gauss 曲率为 

Xu — ju 2 = X 

即这两个曲面有相同的 Gauss 曲率.平均曲率分别为 

— + EiO ， 


U — 


D ， 


D J 


K 


*2 


* 




(51) 




u 


— M 


H = 


(52) 


H 


餐 


(GA* — 2Ffi* + £〆 ） 


2D 


进一步引进 


膂 


— 2户 〆 + uX 




(53) 


定理的证明依赖下面的恒等式: 


d 


d 


DJ ^ = du^ x ^ ~ K x v) — 


rx v ) 


(54) 
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.. ^ 


，/表示为下列形式 

= 0 , 


首先注意， Coda?zi 方程能通过 A 

K ~ K +厂 y * — 2 厂十厂?1 


* 


* 


，户 


* 


V 


( 55 ) 


—厂 + 2厂! 2 " 


* 


甚 


-厂 




箐 


= 0 


v 


M 




11 


v 


U 


其次， Gauss 方程为 


x uu — r l n x u - r 2 n x v - da$ = o, 

r\ 2 x u — r\ 2 x v — Dju^ = o, 
r\ z x u - r\ 2 x v - Du$ = o. 


x 


(56) 




X 




将上列方程分别乘以 x v ，一 x 


，一 2 〆 和 A #，再相加就得到 




U 


u » 


(54) 


设 


P = X 




X • x u ， 

X • x v ， 

式中的右端是矢量的数量积.故就是从原点到在 X ( u ， v ) 

的切平面的有向距离.将方程 (54) 的两边对 X 作数量积就得到 

E + 2，F — A*G 

+ (〆 : Vi — yzh — ( 户 ’3^1 — A* ： y2) 

设 c 是 s 上的 一 条闭曲线，它将 S 分成两个 区域： A 和 D 2 , 均以 
C 为边界.此外， C 作为 A 和的边界所诱导的定向有相反的方 

向.对每一个区域应用 Green 公式，先看 A : 


(57) 


yi 




yz 




DJp 








(58) 


V 


(—〆£ + 2^F - X^Odudv 


D i 


D i 


+ ( 〆 ％ — ^ y 2 )du + ( 〆 ％ — y 2 ) dv . (59) 


c 


MD 2 也有类似的等式，将它们相加，并注意到线积分抵消，这就 


得到 


J pdA — 


(— 〆 £ + 2 ^F - A ^ G)dudv 


s 


s 
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由方程 （ 52 )， 


H^dA 


(60) 


s 


s 


特别，当5和5< 恒同时，就得到 


HdA 


(61) 


S 


S 


将上面的两个方程相减就得到: 

- A 


舞 


/Jt ——// 


pdA = 2 H^dA - 2 \\HdA. (62) 


* 


* 


M M 

为完成定理的证明，我们需要下面的初等的引理. 

引理设 


v 


v 


S 


S 


S 


2 


十 2bxy + cy 2 j a 1 x 1 + 2b f xy + c f y 2 


(63) 


ax 


都是正定的二次型，且 


h 2 = a f c f — 


(64) 


ac 




则 


y — b 


a 一 a 


< 0 , 


(65) 


\y -b 

且等号成立必须这两个二次型都是恒等的. 

证明不妨设以=心因为这总可以经过对变量的适当的线性 

变换达到，而引理的条件在变量的线性变换下是不变的.这样，方 
程 (65) 的左端就变为 


C — C 


C 


— a) (c f — c) 






a 


这就证明了不等式 (65). 此外，等式成立仅当 

现在选取原点使它在 *$ 的里面，故 p >0. 则方程 （62) 的左边 
的积分是非正的，因此得到 


和 〆 


=a 


c 


\\HdA 


s 


s 


因为 s 和 y 之间的关系是对称的，故又有 
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^ ri 1 r.i. 4r 


Hm s xv4a 



HdA^ H^dA 


因此 


HdA = H^dA 


这就得到方程 (62) 的左端的积分为零.于是， 


A # = 乂， 


M = Mf u = V ， 

这就完成了 Cohn-Vossen 定理的证明. 

由 Hadamard 定理，我们看到，对 iC >0 的闭曲面, Gauss 映射 

S S 0 

是一对一的.因此， *5 上的点能够表示成为它的法向 f 的函数，进 

一步，上的任何数量函数也都可以表示为$的函数 . Minkowski 

定理说明，当为已知时, S 唯一决定. 

定理 设* S 是闭凸曲面，其 Gauss 曲率 K >0. 则函数 K (^) 

决定 S 仅差一个平移. 

证明我们将以上面的证明作为模型，利用积分公式给一个 


g 


liE 明（参看 S . S . Chern » American Journal of Mathematics > 79 


(1957) ， 949 〜 950). 设 W 和 t ； 是单位球面上的等温参数，故有 

^ ^ > 0 , 

芒“ • I = 0 

通过映射襄― 1 我们也取《和 t 作为 S 上的参数.因为己和夂都垂 

直于 f 且是线性无关的，故每一个垂直于$的矢量都可以表示为 
它们的线性组合.由于 


( 66 ) 


X u • ~ X v • , 


故可将和；^表示为 


—X u = a^ u + 

—X v ~ b$ u + c$ v . 

将这两个方程与乞和匕作内积，则有 

| 

Aa = L , Ab = Af ♦ Ac = N 


(67) 


( 68 ) 
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此外，再将 (67) 中两个方程的两边作矢量积，得到 

X U XX = ( ac - b 2 )($ u X 钇）. 


但是 


X U XX = D 每 ，夂 X 氕 = Ae , 


( 69 ) 


联系方程 (68) 就得到 


KD Z 


A{ac — b 2 ) 


D 




_ _ 


A ， 


于是 


- b 2 = ^ 


A = KD ， 


(70) 


ac 


K 


因为 Adwcb 和 Ddudv 分别是乏。和 S 的体积元素，方程 (70) 的第 

一式表示了 / C 是这些体积元素之比这一熟知的事实. 

假设 * r 是具有相同的函数 kg ) 的另一个凸曲面.我们建立 

• s 和 •^之 间的一个同胚，使它们在对应点有相同的法向，则参数 

和 p 可作为 * s 和的参数，且对应点有相同的参数值.对的相 

应的函数和矢量用相同的记号加上星号表示.因为 k = k * ，由方 
程 (70) 得到 


u 


— b 2 


- b ^\ D = D 


ac 


a c 


琴 


设 


p = X * ^ 9 = X * •荩， 

它们是从原点到这两个曲面的切平面的距离.基本的关系是恒等 


(71) 


式 


(x ， x ，， x u \ — (x ， x ，， x v ) “ 

A {2 (ac — b 2 ) p * + (— 


簧 


+ 2bbnp) 

〖 b-b 






ac — a c 




a — a 


= A \ 2 (ac — b 2 )( p * _/0 + 


P 


b — b 

这可以由方程 (67),(69),(70) 和 (71) 立即 得到. 由这个恒等式，应 
用 Green 定理就得到积分公式 


簧 


C — C 


J 


2( ac _ b 2 ) ip * 一 户) 


0 
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b-b 


Adudv = 0 


(72) 


P 


\b — b 

不妨假设原点在曲面 s 和的内部(必要时可以经过平移达 
到），于是 p>0 以及 p^>0 . 因为 


b 


b 


和 


b 


b 


都是正定的矩阵，由前面的关于代数的引理得到 

I a — a # b — 6 叫 


<0 


b-b 


因此 


{ac — ) (/> * — p)Adudv ^ 0 


(73) 


当将 S 和 f 交换时，相同的关系仍然成立 • 因此，方程 (73 ) 左端的 
积分必恒等于零 . 则由方程 （ 72 ) 得到 

b- y \ 


J 


pAdudv = 0, 


I b 一 b' 
,6 = 6*和 


这只有当 


才有可能.由此可知 

X ； = X ； = 


a 




*5 和 * r 仅差一平移 . 
为进一步阅读，可以看 

1. S. 


S. Chern , “Integral formulas for hypersurfaces i 
euclidean space and their applications to uniqueness theorems' 
Journal of Math, and Mech. ， 8(1959)，947 

2. T, Otsuki，“Integral formulas for hypersurfaces i 
Riemannian manifold and their applications ”，Tohoku Math 

ematical Jour. ， 17(1965)，335 

3. K* Voss， w Differentialgeometrie geschlossener Flachen 

■ 

im euklidischen Raum w , Jahresberichte Deutscher Math 

63(1960 〜 1961 )， 117 〜 136. 


in 


955 


in a 
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Verein ， 
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关于极小曲面的 Bernstein 定理 


所谓极小曲面就是在局部上求解 Plateau 问题的曲面，即以 

给定空间曲线为边界的面积最小的曲面.在解析上，它可以由平均 
曲率恒等于零这一条件决定.假设曲面的方程为 

其中是二次连续可微的.于是，极小曲面就是偏微分方程 

(1 + q 2 )r — 2pqs + (1 + p z )t 


(74) 


z 


0 


(75) 




的解，其中 


a/ 


a/ 


a !/ 

dx 2 


a 2 / 


a 2 / 


p = di^ q= - 


(76) 


dy ， 


dxdy’ 

方程（乃)称为极小曲面方程,它是非线性的椭圆型的微分方程. 

Bernstein 定理就是下面的“唯一性定理 

定理 若由方程 CM ) 表示的极小曲面对 I 和^的全部的值 
成立，则它必为平面.换句话说，方程 （75) 的在整个 ( x ,： y ) 平面上 
有效的唯一解是一个线性函数. 

证明 我们将把这一定理归结为下面的 Jorgens 定理的推 


dy 


论 


定理 设函数 2 = /( x ，： y ) 是方程 


ri — s 2 


1, 


> 0 


(77) 




r 


的解，对全体 x 和 y 成立，则 /( x ， 30 是关于: T 和 3 /的二次多 项式. 

证明对固定的(心，)和 ( A ，％)# 虑函数 

办 （ r) = f(x 0 + t(x x — x 0 ),y 0 + r( yi 一 ： y 0 ))， 


则有 


A'( r ) = ( 工 1 一 ^o)p + (y\ — y 0 )q ， 

A"(r)= ( Xl — x 0 )V + 2(x x — x 0 )(y x — y 0 )s 

+ (>i — : Vo) 2 , > 0 ， 

其中在函数户 WOW 中的自变量是 A + rh — Xo ) 和 w + Kw 
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从最后的一个不等式得到 


A '( l ) > A '(0), 


或 


(78) 


(x Y — J0 0 )(pi — / >o〉 + (Ji — yo^(<h — 7。）> 0’ 


其中 


Pi =户（不，: y ,) ， 

qi = <?(不， 30 ， 


(79) 


i = Ofl 


考虑 Lewy 变换 


孑= $( x 9 y ) 

7 = 7( D ) = ^ 


+ pOo ， y ) ， 


X 




( 80 ) 


令 


i 

Vt = 7(不 ，30 ， 


(81) 


由方程 （78) 得 

(^-^o) 2 + (Vi-Vo) 2 X^i- 工 。 ) 2 + (M — J 。 ) 2 ， (82) 


因此，映射 


( x ，3；)— (汔，7) 


(83) 


是使距离增加的 

此外，因为 


己=1 + r ， $y 


Sf 




(84) 


= 1 + 丨， 


% = 


所以 


S (^ V ) 

3( u ) 

由方程 (80) 决定的映射是局部一对一的.由此可知，映射 (83) 是 
( x ，： y ) 平面到(匕 7) 平面上的微分 同胚. 

因此，我们可以将方程 （77) 的解 / Cr ，30 看作为 6 和？的函 


2 + r + f > 2, 


(85) 




数，命 


阳，7) 


— — ip — iq ) ， 


( 86 ) 


X 
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r = ^ + i 7 

经计算即可看出， 厂(€， 7) 满足 Cauchy-Riemann 方程，故 F (^) — 

FG ， V ) 是？的正则函数.此外， 

F 1 (0 = 

从最后的这一关系式，我们得到 

1 — j^CDi 

于是， F '(() 在全 C 平面是有界的.由 Liouville 定理， 

F'iO = 

另一方面，由方程 (88) 得到 


( 87 ) 


，一 r + 2 is 
2 + r + / 


( 88 ) 


4 


2 


> 0 


const 


2 ， 


l - \ F f \ 

i ( F f - F f ) 

1 - | F ' I 2 ， 


(89) 


5 


= ii + F ; j 2 

_ 1 — \ F f \ 2 ^ 

由此可知， r ， s ,£ 都是常数 Jdrgens 定理得到证明. 

Bernstein 定理是 Jdrgens 定理的容易得到的推论.事实上，命 

(1 + /> 2 + q 2 ) 1 ’ 2 ， 

则极小曲面的方程等价于下列方程中的每一个 

d _ 1 + P 2 

W 


W 


(90) 




0 一 pq 


= 0, 


dx 


W 


(91) 


0 1+9 


w 


dx 


W 


于是，存在一个 C 2 函数 ？>( x ，3；) 使得 


9 xx = p(l + 户 2 )， 


= ^ pq ， 


(92) 


9yy = ^(1 + q 2 ) 
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• ^ 


这些偏导数满足方程 


< =1， 


9 ^ > 0 . 

由 Jorgens 定理，〜 r ， ^ 和都是常数 . 因此， /> 和 g 是常数， 


^Pxx^Pyy — 


fijo^y) 是线性函数 （ Bernstein 定理的这一证明是由 J. C. C 

Nitsche 给出的 t 可看 Annals of Mathematics 9 66(1957) ， 543" 

544 乂 


关于极小曲面的许多文献，可以看下面的综合报告 

1. J* C. C. Nitsche，“On 


results 


the theory of 

minimal surfaces ” ， Bulletin of the American Mathematical 


new 


m 


Society, 71(1965), 195—270, 
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① 


附录二微分几何与理论物理 

陈省身 


我第一次看见周先生，是在1930年秋季，在清华.那年我从南 
开毕业，投考清华研究院数学系，考试科目中有“力学”，周先生是 
命题和阅卷人.他一见我 就说： “我看过你的考卷”.1937年我们 
在西南联大同事，我还旁听过他的“电磁学”. 

微分几何和理论物理都用微积分作工具，一者研究几何现象， 
一者研究物理 现象. 后者自然广泛些.但任何物理现象都在空间发 
生，所以前者又是后者的基础.两者都用推理的方法，但理论物理 
还须有试验来支持•几何不受这个限制，因此选择问题比较自由， 
但推理要有数学的严格性 • 这个自由度把数学推到新的领域.有数 
学经验和远见的人，能在大海航行下，达到重要的新的领域.例如， 
广义相对论所需要的黎曼几何和规范场论所需要的纤维空间内的 

联络，都在物理应用前为数学家所发展.这个“殊途同归”的现象真 
令人有神秘之感. 

微分几何与理论物理的关系非言可尽.本文只略举几点，间附 
拙见,请大家指教. 


1 . 动力学和活动标架 

在动力学中要描写一个固体的运动，就把一个标架坚固的装 
在固体上，而描写标架的运动.在三度空间的所谓标架指一点 x , 
及经过 x 的互相垂直的单位矢量 = l ,2,3•如 t 亦代表点 t 的 


①本文原载《理论物理与力学论文集》，科学出版社， 1982. 文中的周先生是指周 
培源教授. 
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坐标矢量，则有 


dx 


2 A ⑴ G ， 


dt 


( 1 ) 


d^ f 


y]Qij(Oej 9 1</ ， X3, 


dt 


其中 f 是时间，而 


( 2 ) 


qij(0 + QjiiO — 0 . 

函数 AO )， ⑹心)完全描写了标架及固体的运动 

动力学和空间的曲线论有密切关系，后者甚至可看为前者的 
特例.要把这个方法应用到曲面论，就须考虑两参数族的标架.这 
个计划为法国大几何学家 G . 0&1：1)01^(1842〜1917)成功地和精 

采地完成•他的大著 《 Th 6 orie des Surfaces 》, 共四册，是微分几何 

的经典. 


把这个活动标架法发扬光大的是 Elie Cartan (1869 〜 1951) 

( Gauss , Riemann , Cartan 公认为历史上三个最伟大的微分几何 

学 家). 现在，活动标架法已成为微分几何中极为重要的办法.试述 
其含义 如次： 

在多参数标架族时,相当于方程式 （1) 的是偏微分方程式，它 

的系数适合积分 条件. 表示这些条件的最好方法，是用外微分算 
法.把 (1) 和 (2) 两式写为 


dx = yj ^ 




(3) 


d ^= S 


t j e j ， 


(4) 


其中叫，％为参数空间的一次微分式.最广泛的情形的参数空间 

是全体标架所成的 空间. 这个空间是六维的，因为定 I 需要三个 

坐标，而以 X 为原点的标架成三参 数族. 固定一个标架，有唯一个 

运动，把它变为另一标架.所以全体标架所成的空间与运动群同 
胚，记为 G . 
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求 (3) 式的外微分，则得 


d ( o t = 八仿力， 


1 < < 3, 


(5) 


^j w ik 1\ ⑴ k” 


其中 “A ”代表外积.这是群 G 的 Maurer-Cartan 方程式，与 G 的 

李代数乘法方程是对偶的.可见从动力学到活动标架，到李群的基 
本方程是一串自然的过程. 

这个演变还可继续推进.爱因斯坦的广义相对论发表后, 
Cartan 于1925年发表一文，文中发展了广义仿射空间的理论，及 
它在相对论的应用.此文的一个结论是 (5) 式的 推广： 


d < o { = A ⑴ ji ， 


1< 


( 6 ) 


A 

k 

其中是二次微分式，叫做曲率式，是三维黎曼几何的基本方程. 

处理微分几何的一般方法是张量分析.它的基本观点是利用 
局部坐标的切矢量作标架.现在看来,这个约束弊多利少.但是张 
量分析简单明了，在初等的问题中，其功用是不可磨灭的. 


d 以 .； = 




曲面论与孤立子及 




0— 


% 


在三维欧氏空间五 3 内设 曲面& 于一点 re 心命 x 是它的坐 

标矢量，并命 f 表其单位法矢量，则 s 的不变量是两个二次微分 


式: 


I = (dr ， dr) > 0 ， 

分别称谓第一及第二基本式，前者并是正定的.第二基本式的两个 
特征值先，/=1，2,称为 < S 的主曲率•它们的对称函数 

// = + k z ) , K = k x k 2 

分别称为中曲率与全曲率 ( Gauss 曲率)•这些曲率有简单的几何 


— (dr，d 芒）， 


(7) 




( 8 ) 
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意义，谅为熟知的事实.例如， H =0 的曲面是最小曲面 • 

中曲率或全曲率是常数的曲面显然有研究的价值 • 如 
为£ 3 的坐标，而 S 有方程式 


00 


( 9 ) 


z(x,y ) ， 




则 


或 K = const 


H — const 


可表为函数以: T ^) 的二阶非线性的偏微分方程.求这样的曲面等 
于解相当的方程.例如，最小曲面 H = 0 的方程是 

2Z X Z y Z X y + (1 + Z 2 X )Z = 0 


(1 + Zy)Z 

此方程是非线性椭圆式的. 

另一重要的例子是尺=负常数，可假设为尺 =—1 .在这样的 
曲面上渐近曲线是不重合的实曲线.命 P 为其夹角，则可在上选 
择参数 U ， t ， 使 


( 10 ) 




( 11 ) 


9 «t = sm cp . 


这是有名的 Sine-Cordon (SG) 方程.反之，如有 SG- 方程的一解， 

可作出一个 K = — 1的曲面. 

由此解释，曲面的变换论，在偏微分方程论中有重要的应用. 

它的根据是下面的 Backlund 定理： 

设曲面 if 成对应，使连接对应点■的直线为 
两曲面的公切线.命 r 为对应点间的距离， v 为曲面在对应点法线 

的夹角•如 r = const ， v = const ，则 S 和* S * 的全曲率同是 一 sin y / V 2 

(= 负常数). 

此定理使得我们从一常全曲率的曲面，造出同一常全曲率的 
曲面，即从 SG- 方程的一解造出新解. 

如释为直线《上的波动， f 为时间，则 SG - 方程有孤立 

子解，而上述变换可引至新解,增减其孤立子个数.这样可得任意 
个孤立子的 SG- 方程的解. 

负常全曲率曲面在高度的一个推广是— 1) 维欧 
氏空间）内的《维常曲率支流形.这种支流形相当于一偏微分方程 
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组，可能是 SG - 方程在高度的 推广. 滕楚莲和巴西女数学家 Keti 

Tenenblat 证明了 Backlund 定理有高维的推广 

常中曲率的曲面或最小曲面在理论物理上有同样多的应用. 

如/: X ^ Y 是两个黎曼流形间的映射，可以定义它的能 ( Energy ) 

£：(/). 这个函数 ( Functional ) 的临界映射称为调和映射.这是调和 

函数和最小支流形的推广.调和映射适合一组椭圆式的二阶偏微 

分 方程. 如果 X 是紧致的，调和映射是比较稀 有的. 因为它的出发 
点是变分原则，这些映射就可能在物理上有用. 

从几何的观点讲，已知流形 X , y(dim X<dim lO , 如何把 X 
嵌入或浸入 y 成为最小支流形,是一极有兴味的问题，即使 
• S 2 为二维球面，此问题亦不 简单. 在此假设下，早年 E . Calabi ©， 
陈省身③和 L . Barbosa ④研究了 7=5"(?2维球面)的情形.1980年 
物理学家 A . M . Din 和 W . J . Zakrzewski ⑤确定了所有的调和映射 

尸”(0 (« 维复投影空间），称为 < r - 模型 . y 为其他空间的情 

形，如 SU ( w ) (、复 一 次超曲面），或 G (” ，是 ） （Grassmann 流 

形），其中的最小二维球面为何，亦为大家所渴欲了 解的. 此问题至 
今未全解决 ®. 

对于最小曲面数学分析上有强的“有理性 (Reg U l arity )，，性质， 


/： 5 


① 参看 K_ Tenenblat and C. L, 
submanifolds of li 2n_1 ”，Annals of Math. ， 111(1980) ， 477 

② 参看 E. Calabi 

Differ, Ge 


Terng ， u Backlund^ theorem for n-dimensional 

〜 490, 


Minimal immersions of surfaces in Euclidean 


丄 of 


spaces 


1(1967) ， 111-125. 

③参看 S. S ， Chern，“On the minimal immersions of the 2-sphere in a space of 
constant curvature Problems in 

1970) ， 27 〜 40 •也可看 S. S. Chem, Selected Papers 
141 〜 154, 


f 


* 


JVncLlysis (Princeton University Press，Princeton 


(Springer Verlag, 1989 )， 


④参看 J. L 


Barbqsa, “On minimal immersions of S z into S 2 


Trans 


A 


Math. Soc. ， 210(1975), 75 〜 106. 

⑤ 参看 A. M. Din and W. J* Zakrewski, 

CP ”— 1 model ”，Nuclear Physics, 8174(1980) 

⑥ 此问题已由 J. Wolfson 解决 . 参看 J 


General classical solutions in the 


397 〜 406. 

.Wolfson 9 w Harmonic sequences and 
maps of surfaces into complex Grassmann manifolds J. of Differ. Ceom , 

27(1988)，161 — 178. * 




harmonic 
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即在某种边界条件下，有有理的或光滑的最小曲面存在，这个重要 
的结果在几何上有无数应用.在广义相对论中 R . Schoen 和丘成 

桐①用来证明所谓“正质量假设 （ Positive Mass Conjecture)”. 


3. 规范场论 


规范场论的数学基础是矢量丛的观念.这个演进在数学上是 
十分自 然的： 牛顿的微积分讨论函数 工 、 • 我们可推广自变 
数为 m 维空间的坐标，因变数为《维空间的矢量，即得 W 个变数 
的矢量值函数.通常也可把函数记为映射 /•• X — 1%其中 X = JT ， 

Y = R n . 这个映射可以表为 一 '个“图 ( Graph )” F : X~*^X XY , F { x ) 

= ( x ,/ U )), o ： eX . 映射 F 的右端是两个拓扑空间的积•命 

7T ： XXY^X, 

使 合于性质 ? r 。 Fix )= x . 

矢量丛的概念，在近代数学有决定的重要性，要点是把乘积 X 
xy 易为空间£，它只是局部的乘积.易言之，有空间五及映射 h 
E ~* X ， 使每点 有邻域 C 7 合于 条件： 《*- 1 07)与^7父7是拓扑 

相等的. 


局部乘积的空间是否必然是整体的乘积？即上述的£是否必 
与 XX 7 拓扑相等?这在数学上是一个极为微妙的问题，它的解答 

引至示性类 (Characteristic Classes ) 的 观念. （答案是五不必是 X 
XY .) 


设矢量丛 h X . 映射 F : X 今 E 合于条件 tt ° F ( x ) — x^x 
€ X ，称为截面 ( Section ). 截面的微分需要联络 ( Connection ). 量 

度微分的非交换性是曲率. 

规范场就是矢量丛的联络，物理学家称为 Gauge Potential , 

曲率则称为 Strength . 微分几何与理论物理真是“同气连枝，同胞 


① 参看 R. Schoen and S* T* Yau, “On the proof of the positive mass conjecture 
in general relativity”，C 


Math. Phys. 65 ( 1969 ), 45 〜 76 
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共哺，，了 


据我了解，一切物理的理论最终要“量子化 (Quantization)” 
在数学上我们需要研究无穷维的空间及分离 (Discrete) 现象. 


4. 结论 


我当然还需要提到广义相对论与黎曼几何的关系.没有相对 
论，黎曼几何是不易受数学界的重视的. 

杨振宁先生曾用一个图来表示数学与物理的关系叭另作一 
图（见图 19) 以结束此文. 


数学 


物理 


19 


①警见 Chen-Ning Yang，“Fibre Bundles and the Physics of the Magnetic' 
Monopole' The Chern Symposium 1979, Springer- Verlag, 1980. 
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